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A  A dilene
R E SU M O
Empregamos uma variante do método de Bogoliubov para obter as equações 
de Boltzmann e de Choh-Uhlenbeck a partir da solução formal da hierar­
quia BBGKY. Expomos as razões por que as equações cinéticas general­
izadas que são obtidas pelos métodos de Bogoliubov e de Cohen não de­
screvem corretamente as propriedades de gases densos e mostramos que em 
gases densos e líquidos praticamente não existe a etapa cinética e o regime 
hidrodinâmico se instala imediatamente. Em seguida, introduzimos o con­
ceito de correlação entre as posições e as velocidades das partículas e obtemos 
a equação de Enskog para o modelo de esferas rígidas a partir da primeira 
equação da hierarquia BBGKY, supondo que não exista nenhuma correlação 
entre as velocidades das duas esferas em uma colisão binária e que a cor­
relação entre as suas posições seja a mesma que existe no equilíbrio ter­
modinâmico. Finalmente, combinamos os métodos de Gibbs e de Grad e 
as equações de balanço derivadas da hierarquia BBGKY para descrever o 
regime hidrodinâmico de fluidos densos cujas partículas têm  correlações de 
posição e velocidade. Desenvolvemos um modelo de fluido isotérmico newto- 
niano e obtemos as expressões dos coeficientes de viscosidade volumétrica e 
de cisalhamento. Mostramos que a expansão virial dos coeficientes de viscosi­
dade também depende das funções de correlação entre três, quatro e cinco 
partículas , além da função de correlação par que é característica do modelo 
de Enskog.
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A B S T R A C T
We use a variant of the Bogoliubov method to obtain the Boltzmann and 
Choh-Uhlenbeck equations from the formal solution of the BBGKY hierar­
chy. We expose the reasons why the generalized kinetic equations obtained 
by the methods of Bogoliubov and Cohen do not describe correctly the prop­
erties of dense gases, and we show th a t in dense gases and liquids practically 
do not exist the kinetic stage, and the hydro dynamical stage starts immedi­
ately. Then, we introduce the concept of position and velocity correlations, 
and we obtain the Enskog equation for the model of hard spheres from the 
first equation of the BBGKY hierarchy supposing th a t do not exist any corre­
lation between the velocities of the two colliding spheres in a binary collision 
and th a t the existing correlation between their positions be the same as in 
thermal equilibrium. Finally, we combine the methods of Gibbs and Grad 
and the balance equations obtained from the BBGKY hierarchy to describe 
the hydrodynamical stage of dense fluids with position and velocity corre­
lations. We develop a model of isothermical newtonian fluid and we obtain 
the expressions for the bulk and shear viscosity coefficients. We conclude 
that the virial expansion of the transport coefficients depends not only on 
the pair correlation function th a t characterizes Enskog’s model, but on all 
equilibrium correlation functions.
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I —  IN T R O D U Ç Ã O
Um esforço concentrado para generalizar sistematicamente a equação de 
Boltzmann para gases densos e líquidos e obter as expansões dos coeficientes 
de transporte em potências da densidade teve início por volta de 1945 com 
os trabalhos de Bogoliubov, Born, Green e Kirkwood baseados nas equações 
obtidas por Yvon em 1938, desde então chamadas de hierarquia BBGKY. 
Vinte anos depois, tornou-se claro que os resultados que pareciam definitivos 
não podiam estar corretos, pois todos os termos acrescentados à primeira gen­
eralização da integral de colisão na equação de Boltzmann eram divergentes. 
As mesmas divergências ocorreram na expansão virial dos coeficientes de 
transporte. Elas tiveram origem na expansão sistemática das propriedades 
de um sistema macroscópico em termos das propriedades de pequenos gru­
pos isolados de partículas , ou seja, no próprio método da expansão virial 
adaptado da mecânica estatística dos sistemas em equilíbrio termodinâmico. 
Os termos da expansão são expressos em função das integrais de colisão que 
incluem os efeitos dinâmicos nos sistemas que têm cada vez mais partículas 
. Em geral, estas integrais divergem devido às correlações dinâmicas que 
surgem entre as colisões sucessivas das partículas cujo movimento livre pode 
ser arbitrariam ente longo. Para eliminar as divergências, a expansão virial foi 
modificada pela introdução do efeito coletivo das colisões com todas as outras 
partículas de tal maneira que o movimento livre de qualquer partícula entre 
duas colisões fosse da ordem de grandeza do caminho livre médio. Depois 
desta modificação , apareceram na expansão dos coeficientes de transporte 
termos que dependem do logaritmo da densidade. Estes termos não-analíticos 
até hoje não receberam nenhuma confirmação experimental direta. O desen­
volvimento sistemático da teoria cinética seguindo estas idéias provou ser 
extremamente difícil e não produziu muitos resultados concretos.
Segundo Cohen, a teoria cinética encontra-se ao final do século vinte 
em uma situação de impasse que não é muito diferente daquela em que se 
encontrava ao final do século dezenove. É possível, porém, que a solução do 
impasse de Cohen seja aquela proposta por Gibbs na virada do século quando 
estabeleceu como fundamentos da mecânica estatística a noção de conjunto 
estatístico de cópias de um sistema de partículas e o método de maximização 
da entropia.
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Propomos um método de fechamento das equações de balanço derivadas 
da hierarquia BBGKY que combina o método de Gibbs de maximização 
da entropia e o método de Grad de expansão da função de distribuição na 
série dos momentos. Nas próximas seções , vamos descrever o método das 
equações cinéticas desde a equação de Boltzmann até a equação de Enskog 
e na seqüência vamos desenvolver e aplicar o método de fechamento das 
equações aos sistemas fora do equilíbrio termodinâmico.
Nas seções 1 , 2 e 3, introduzimos o conceito de função de distribuição , 
obtemos as equações da hierarquia BBGKY a partir da equação de Liouville 
e encontramos a solução formal das equações como uma soma de potências 
do parâmetro s associado convencionalmente à força específica de interação 
entre duas partículas .
Na seção 4, empregando uma variante do método de Bogoliubov, obtemos 
a equação de Boltzmann a partir da solução formal na aproximação linear 
em s.
Na seção 5, obtemos a equação de Choh-Uhlenbeck a partir da solução 
formal na aproximação quadrática em s.
Na seção 6, expomos as razões por que as equações cinéticas generalizadas 
que são obtidas pelos métodos de Bogoliubov e de Cohen quando são acres­
centadas as colisões entre mais de três partículas não descrevem corretamente 
as propriedades de gases densos.
Na seção 7, desenvolvemos um argumento com o propósito de mostrar 
que para gases densos e líquidos praticamente não existe etapa cinética e 
o regime hidrodinâmico se instala imediatamente. Também introduzimos o 
conceito de correlação entre as posições e as velocidades das partículas .
Na seção 8, obtemos a equação de Enskog para o modelo de esferas rígidas 
a partir da primeira equação da hierarquia BBGKY, supondo que não exista 
nenhuma correlação entre as velocidades das duas partículas em uma colisão 
binária e que a correlação entre as suas posições seja a mesma que há no 
equilíbrio termodinâmico.
Na seção 9, introduzimos uma combinação dos métodos de Gibbs e de 
Grad que torna possível descrever o regime hidrodinâmico de um sistema 
denso de partículas com as correlações de posição e velocidade.
Nas seções de 10 até 15, desenvolvemos um modelo de fluido newto- 
niano isotérmico e obtemos as expressões dos coeficientes de viscosidade 
volumétrica e de cisalhamento. Concluímos que a expansão virial dos co­
eficientes de transporte não depende somente da função de correlação par
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característica do modelo de Enskog, mas de todas as funções de correlaçao 
no equilíbrio termodinâmico.
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II —  AS F U N Ç Õ E S D E  D IS T R IB U IÇ Ã O
1. A E q u ação  de L iouville
Consideramos um sistema de N  partículas idênticas dentro de uma caixa 
de volume V  cujo estado é determinado em mecânica clássica pelo conjunto 
de vetores r a e v 0 (a =  1 , N) que assinalam as posições e as velocidades 
das partículas. A hamiltoniana do sistema em função de r a e v 0 é
Hn =  —r-2- +  y i  V (ra) 4- ^  U(rab), (1.1)
o = l  L o = l  1 < a < b < N
sendo ^ (ra )  a energia potencial da partícula a em um campo externo e 
U (rab) a energia potencial de interação que depende somente da distância 
fab =  lr6 — r a | entre as duas partículas a e b.
No espaço de fase T 6 A-dimensional, o estado do sistema em um instante
t é representado por um ponto de coordenadas
( r ^ t ) , r N(t), V ! ( t ) , V t f ( t ) )
que se move ao longo de uma curva chamada de trajetória de fase de acordo 
com as equações de Hamilton
dra 1 dH N
dt m d \ a
=  v 0, (1 .2a)
dva 1 dÜN 1 8 V (ra) 1 ^  BU(rab)




Caracterizamos um conjunto estatístico de sistemas em um instante t por 
uma função de distribuição F^(ri , . . . ,  r# ,  V j , . . . ,  v^r, t) definida no espaço 
de fase T, simétrica quanto à permutação de quaisquer índices a e b e nor­
malizada pela condição
J fn( r . , . , .  , TN,w 1 , . . . , v N, t ) d r N =  1, (1.3)
sendo dT^ =  d3r 1 . . .  d3r^d3v i . . .  d3v î o elemento de volume no espaço de 
fase r .  A expressão
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Fjv(r i , . . . ,  r/v, v i, . . . ,  v N, t) dT N
é a fração do número de sistemas do conjunto estatístico cujas coordenadas 
no espaço de fase T estão compreendidas entre r a e r a +  dra e v a e v a +  dwa 
(a =  1 , . . . ,  N)  [1].
A função de distribuição F/v satisfaz a equação de Liouville
=  0, (1.4)
sendo L/v o operador definido pela fórmula
" d  " d ^  , d 9  .
£ »  =  ! > • ■  5 7  + 1 > " ' +  E  +  ( L5)
0 = 1  O T a  o = l  a v °  l < a < b < N  a y < l  b
com as acelerações
1 ^ 0 *)w 0 = -------- ------ , (1.6a)
m dxa
1 dU(rab) 1 ,, . rob
w ab = ---------5----=  — U (ra6) — . (1.66)
m dva m Vab
A equação de Liouville descreve a mudança causal na função de dis­
tribuição devido ao movimento mecânico das partículas dos sistemas que 
pertencem ao conjunto estatístico. Sendo uma equação de primeira ordem no 
tempo, determina univocamente as distribuições futuras F/v(r j , . . . ,  r/v, v i, —  
a partir de uma distribuição inicial Fn (ti , . . . ,  r/v, Vi, . . . ,  v/v, to)- Ademais, 
como toda equação da mecânica clássica, a equação de Liouville é reversível 
no tempo, significando com isto que a equação não muda quando a variável 
t é substituída por —t; então, se um movimento direto dos sistemas de um 
conjunto estatístico ao longo das suas trajetórias de fase é possível, o movi­
mento reverso é igualmente possível mediante uma alteração apropriada das 
condições iniciais.
2. A H ie ra rq u ia  B B G K Y
Definimos a partir da função de distribuição Fn (tí, . . . ,  rN, V j , . . . ,  v/v, t) 
as funções de distribuição parciais
, V/V,í)
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f  si? 1 7 * • • î Vl , . . . J V5, t)
,rAr,v1, . . . , v j v , í ) d r j V_s, (2.1)
sendo dTjv-s =  d3r s+i . . .  d3r^d3vs+1 . . .  d3v^.
A função de distribuição de uma partícula
/ i ( r i ,  v i , t )  =  N J F n (ti , . . .  , tn , vi ,  . . . ,  v# ,  t) dT^v-i (2.2)
e a função de distribuição de duas partículas
/ 2( r i , r 2, vi, v 2,t)
=  N ( N - l ) j F N(r1 , . . . , r N, v 1 , . . . , v N, t )d T N -2  (2-3)
são as mais importantes para a descrição das propriedades macroscópicas de 
um sistema rarefeito de partículas. Entre estas distribuições vale a relação
/ i ( r i ,  v i . i )  =  v 1, v 2,t) d3r2d3v2. (2.4)
Obtemos as equações satisfeitas pelas funções de distribuição f s(r j , . . . ,  r s, 
v i , . . . ,  v s, t) por integração da equação de Liouville (1.4) multiplicada por
TiTSiI W.[2],[3]:
^  +  i s f s  = ~ Y l J  w “s+ !■ ^ ^ - d 3rs+id3vs+i, (2.5)
sendo Ls o operador de Liouville (1.5) para um subsistema de s partículas.
O sistema de equações (2.5) é conhecido na literatura como a hierarquia 
BBGKY (de Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood e Yvon). Como a equação 
para f s tem no lado direito a função f s+1, (2.5) é um sistema ligado. Fisi­
camente, esta dependência entre as funções de distribuição parciais reflete o 
fato de que todo subsistema de s partículas (s < N) em interação com as 
N — s partículas restantes é aberto. O lado esquerdo da equação determina 
sem ambigüidade a evolução temporal da função f s para um sistema fechado 
de s partículas, enquanto o lado direito descreve a sua natureza aberta.
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As equações para / i  e são as seguintes:
dfi  ^ dfi  ^ Bfi+  v r    f- W]
dt dri
Z i l  =  -  í  
dvi  J
Wi2- 1 ^ - d3r2d3v2,av i
(2.6)
Bh Bfi 9 f 2 v Bf* , ( , s Bft  h V j- — (- V 2‘ -z h (w j +  w 12)- 3 —  +  (w 2 4- W 2i)- -z—
dt dv\ OT2 B\ \  dw2
=  -  J w i3- ^ - d 3r3d3v3 -  J w 23- (2.7)Bfs
3. As Soluções F o rm ais d a  H ie ra rq u ia  B B G K Y
Definimos o operador de evolução temporal de um sistema de s partículas 
durante um intervalo de tempo A t por
Ss(At) =  exp(A tZs). (3.1)
O operador Ss(At)  transforma as coordenadas e velocidades das s partículas 
em um instante qualquer nas coordenadas e velocidades que adquirem depois 
do intervalo de tempo A t quando se movem apenas sob a influência do campo 
externo e das suas interações mútuas conforme a hamiltoniana (1 .1) para 
N  =  s. São válidas as seguintes propriedades:
Ss(A t  =  0) =  1, (3.2a)
5 s(A ti) Ss(A t2) =  Ss(A t i  4- A t 2), (3.2ò)
BSs( t - t o) =  ^  ~ _  =  ~ ^
dt
Sa(At)  v?(ri,. . . ,  r s, v i , . . . ,  v a, í)
=  9?(Ss( A t ) r 5 s(A t ) r s> S's(A í )v 1>. . . ,  5 s(A í)v s, í) (3.2d)
para qualquer função c^(r 1, . . . ,  r s, Vj , . . . ,  v s, t).
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Empregando os operadores de evolução temporal Ss(At),  podemos ex­
pressar a solução formal das equações (2.5) como
fs(t) =  Ss( - t + t Q) f a( to ) -  í  dr Ss( - t + r ) / x i  w as+v d- s~ — d3rs+íd3vs+1.
Jto J a—i CtVa
(3.3)
Também podemos expressar esta solução formal como um polinómio em um 
parâmetro s que divide a força específica de interação entre duas partículas 
e que serve apenas para classificar os termos de acordo com o número de 
partículas externas em colisão com o subsistema de s partículas. Assim:
/ .(< )=  (3-4)
k= 0
sendo
j f \ t )  =  Ss( - t  +  to) fs(to), (3.5a)
/<*>(() =  -  [ ‘dr S , ( - t  +  r) í ±  ^ ± 1 .  A , +1 (3.56)
Jto j  a —l £
(k =  l , N  — s ) .
A  parcela skf^k\ t ) é a contribuição a f s(t) procedente de uma seqüência de 
k colisões que ocorrem no intervalo de tempo A í =  t — to em um sistema 
isolado de s +  k partículas, sobrevindo a exclusão de uma partícula depois 
de cada uma das colisões até restarem apenas s partículas no instante í .
Se A t não é muito grande comparado com a duração média de uma colisão
A íc , podemos desprezar as parcelas ekf ^ ( t )  para grandes valores de k, vale 
dizer,
shf í h> ( t )~ 0  se A -  «  k. (3.6)
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III —  A S E Q U A Ç Õ E S C IN É T IC A S
4. A E q u ação  de  B o ltz m a n n
Restringindo a soma (3.4) ao primeiro termo (k =  0), para s =  1 e s =  2 
encontramos as funções
/ i( í )  =  /í°^W =  «SiC- £ +  to) /i(to), (4.1)
/ 2W =  Í 2 \ t )  ~  +  to) f 2(̂ -0), (4.2)
válidas quando A í <C A tc. As funções (4.1) e (4.2) são as soluções das 
equações (2.6) e (2.7) sem os termos colisionais do lado direito.
Na aproximação linear em e (k <  1), para s =  1 obtemos a função
/ . «  =  / f w  +
=  S i(—t-t-ío )/i(ío ) — e /  5 i ( —t +  r )  J  ^ ^ ^  (4.3)
válida quando A t A tc. A função (4.3) satisfaz a equação
df i  I f * f  d f 2° \ t ) j3 J  ^  ^—  4- L iA  =  -  J  w 12- ^  á r2d V2. (4.4)
Se as partículas estão em colisão no instante t e o intervalo A t é su­
ficientemente grande (muito maior do que a duração média de uma colisão 
binária), então no instante pré-colisional to as partículas estão afastadas uma 
da outra e pela suposição de Boltzmann sobre o número de colisões podemos 
admitir que ocorre a fatorização de f 2:
S2( -  A í) f 2( r i , r 2, v i , v 2,to)
=  / i ( 5 2( - A í ) r , , 5 2( - A t ) v , , t 0) f i (S2( -  A  í ) r2, S2( -  A í )v2, t0). (4.5)
Admitindo a condição (4.5) e substituindo nela a função de distribuição inicial 
/ i ( í0) pela expressão inversa de (4.1), encontramos a função
/ 2(0)(t) =  C2( - t  +  í0) / i ( r j ,  V],í) / i ( r 2, v 2,í), (4.6)
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sendo C2( - t  +  to) o operador de colisão definido pela fórmula
C2( - t  +  to) =  S2( - t  +  to) 5 i ( r i , v i , t - t o )  5 i( r 2>v 2l t - t o ) -  (4-7)
O efeito do operador C2{—t+ to) sobre as fases xa =  (ra, v a) das partículas a 
1,2 está representado na figura 1 . A ação do operador pode ser decomposta 
em duas etapas: na primeira, o operador 52(—t +  to) age sobre ambas as fases 
xa e na segunda, cada um dos operadores Si(x'a, t  — to) age sobre a fase x'a 
correspondente. Km símbolos:
{ @2 I ► x"a } •£=+ { xa S2 I ► xa Si I > x a },
sendo x'a =  S>2(—t +  to)^a e x"a =  ^ 2(—t +  to)xa =  Si(x'a, t — to)xa.
Substituímos (4.6) em (4.4) e obtemos a equação cinética
+  h / j  =  -  J W12- [ c 2( - t  +  Ío) / i ( r ii v i, t) / i ( r 2, V2, t) ] d3r2d3v2
que é satisfeita pela função de distribuição /i( t)  na aproximação linear em e.
A redução da equação (4.8) à equação cinética de Boltzmann é feita em 
duas etapas: na primeira, expandimos C2{—t +  ío)ra (a =  1,2) em torno de 
ri para obtermos no mesmo ponto ambas as funções / i  que aparecem no lado 
direito de (4.8) e na segunda, fazemos uma das três integrações em r 2 para
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encontrar o termo de colisão igual à diferença das contribuições de colisões 
de restituição e colisões diretas.
1 . A expansão em torno de rj
Desprezando os efeitos do campo exterior sobre o movimento das partículas 
durante uma colisão binária, admitimos que as coordenadas do centro de 
massa R J2 =  | ( r i +  r 2) não variam no intervalo A í =  t — t0 e que C2(— A 
í)R 12 =  R i 2- Temos:
C2( -  A í)rj =  rj  4- ^  -  C2( -  A (4.9a)
C2( -  A  í ) r 2 =  r i  4- T- f  +  C2( -  A  t)~~-  (4 .9b)
Notamos que devido ao operador w ^ ' as posições r2 que contribuem
para o lado direito da equação (4.8) são tais que r 12 <  ro, sendo ro o alcance 
da força específica de interação w 12. Como C2(— A i ) r i2 tem a ordem de 
grandeza de r 0 para r 12 <  r 0, podemos expandir C2(— A í) ra (a =  1 , 2) em
torno de r j .  Definindo V a =  C2(— A  í)v a (a =  1,2) e expandindo o lado
direito da equação (4.8) em torno de obtemos a seguinte expressão para 
o termo colisional:
lado direito de (4.8) =  C2°^(ri, v l5 í) 4- v l 51) +  • • •, (4.10)
sendo
v j , í )  =  - / w 12- 7^ -  [ / i ( r i , V i , t )  / i ( r 1,V 2,í)  ] d3r2d3v2, (4.11a)
CÍ,,( r „ v 1. ( ) =  - | w „ -  ( A  [ / l ( r i . V „ í )  / . ( r j .V , ,« )  ]
- Ô * - * t ) rf -  ) Vl,t / . ( r . , V 2>t)
- / i ( r i , V , , í )  ( a / l( r^ ~ - ) v 2, J }  S r2d^ 2- (4-116)
15
Nesta aproximação, desprezamos os termos colisionais C ^ ^ r j ,  Vj, t) (n >
1) que dependem do gradiente de / j  e ficamos apenas com o termo colisional 
(4.11a).
2. A integração em r 2
Como o operador w ^- age somente sobre V j e V 2, mas não sobre r j, 
omitimos o parâmetro r i nas expressões intermediárias derivadas de (4.11a). 
Temos:
L2( -  A í) / i ( V 1, t) / i ( V 2, t) =  Í 2( -  A t) S2( -  A t) / i (v j ,  t) / i ( v 2j t)
=  S2( -  A t) L2{ -  A t) f \ (vi , í )  / ( v 2,í) =  0
(pois S2(— A t)  U'(ri2) =  0 se r 12 <  ro e A í A tc). Lembrando que as ve­
locidades V j e V 2 dependem apenas das coordenadas relativas r i2, podemos 
reescrever a equação (4.11a) na forma:
c f W  Vl,í) =  f v 12- [ / , ( V , , f )  h ( V 2,t) ] d3r n d3v 2. (4.12)
J a r  12
Para fazermos a integração em r ^ ,  escolhemos coordenadas cilíndricas 
com o eixo z na direção da velocidade relativa V12 =  V2 -  v j e denotamos as 
coordenadas no plano perpendicular a este eixo por b (parâmetro de impacto) 
e e (azimute). (Ver a figura 2.) Obtemos:
2 n r o  + V r 0 _ í > 2  q
c f }(n ,  Vl,í) =  J J J v  12 J  y z [ / i ( v , , t )  / i ( v 2,t)  ] d z b d b  de d3v2 
0 0
2 7 T V 0  ----------------
=  J J J v 12 [ / i ( ^ 2( -  A f ) v i , í )  f i (S 2(— A í )v2,í) 6 ctò cte d3r 2-
00 0
(4-13)
Para avaliar a integral no limite superior (z =  + y r o  — b2 ), mudamos a 
variável de integração de e para s 4- 7r e consideramos as velocidades S2(— A 
t)va
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(a =  1,2) para uma configuração inicial de partículas com r i 2 =  (6, e 4- tt, 
+\Jr2 — b2 ). Na figura 2, é evidente que
S2( - A t ) v a =  v'a (a = 1 , 2 )  (4.14a)
são as velocidades iniciais na colisão de restituição. Para avaliar a integral 
no limite inferior (z =  —\Jr2 -  b2 ), consideramos as velocidades S2(— A í ) v a
(a =  1 , 2) para uma configuração inicial de partículas com V\2 =  (6, s, —yj^l — b2 ).
Na figura 2, também é evidente que
5 2( - A í ) v 0 = v a (a = 1 , 2 )  (4.146)
são as velocidades iniciais na colisão direta.
Figura 2: Colisão direta e colisão de restituição no sistema de coordenadas 
relativas.
Usando as equações (4.13), (4.14a) e (4.146), obtemos para C2°^(r], v 1; t) 
o termo de colisão de Boltzmann:
C20)(ri,  v i , t )  =  y i / i ( r j ,  v 'i,í) / i ( r j ,v £ , t )
- / i ( r i , V ! , t )  / i ( r i , v 2,t) ] vn  b db de d3v2- (4.15)
Finalmente, substituímos o termo colisional (4.15) na equação (4.8) e obte­
mos a equação cinética de Boltzmann [2],[4],[5],[6],[7]:
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dfi  ^ df i  ^  df i  _  +  Vl. _  +  W r _ _
=  / [ / i ( r i> v i> t) / K r ^ v ^ í )  -  / i ( r i ,v i ,< )  / i ( r 1, v 2,í)  ] v 12 b db de d3v2.
.  ,(4-16)A equaçao (4.16) permanece válida enquanto duas colisões binárias em 
suces- são não forem importantes.
5. A E q u ação  de C h o h -U h len b eck
Quando A t é bastante grande para que ocorram duas colisões binárias em 
sucessão, devemos acrescentar a cada uma das funções (4.1) e (4.2) a parcela 
linear em s dada pela equação (3.56):
sÂ 1\ t) = - £ J dr ^ íC -í +  T) (5.i)
to
s À ' \ t ) = - s  j d r S ^ - t  + T) (5.2)
to ~
Vamos calcular detalhadamente o acréscimo a Começamos sub­
stituindo a identidade
<9 ~ <9
w i2' ~—  =  L2(xi ,x2) -  Li(xi)  -  Li{x2) -  w 2 r  - —
OW\ OW2
no lado direito da equação (5.1). Como não há partículas com velocidade
infinita, a integral da divergência na velocidade v 2 é nula devido ao teorema
de Gauss e obtemos a integral
t
J dr S i ( - t  4- r) J [ - L 2(x1: x2) +  L^Xi) +  L ^ x ^  ] S2( - r  + 10) f 2(t0) d3r2d3v2.
to
Usando a equação (3.2c) e integrando por partes, decompomos esta integral 
na soma
J[ S2( - t  +  í 0) -  Si(—t + t0) ] / 2( t0) d3r2d3v2
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t
4- J d r S i ( - t  +  r) J L i ( x 2) S2( - r +  t0) f 2(t0)d 3r2d3v2.
to
Aplicando o teorema de Gauss, transformamos a segunda parcela em uma 
integral de superfície nas paredes da caixa que contém o sistema:
t
J d r S x ( - t  4- r) J L i ( x 2) S2( - r  4- t0) f 2(t0) d3r2d3v2
to
t
dr Si(—t 4- t )  J<j>S2(—r  +  to) f 2(tç,) v 2- dS2 d3v2. (5.3)
to
Assim, encontramos a equação
£/i(1)(<) =  / [  S2(~ t  +  to) -  S x ( - t  +  to)} / a(to) d3r 2d3v2
t
d r S i ( - t  +  r) J<j>S2( - T  +  t0) f 2(to) v 2-dS2 dsv2. (5.4)
ío
Para resolvermos a integral de superfície na equação (5.4), temos de fazer 
uma suposição adicional: se a partícula 1 está longe das paredes da caixa
que contém o sistema e a partícula 2 está sobre uma das paredes da caixa,
então durante todo o intervalo A t as partículas 1 e 2 ficam longe uma da 
outra quando A t é  muito menor do que o intervalo de tempo médio entre 
duas colisões sucessivas de uma partícula com as paredes da caixa. Assim, o 
operador S2(—r +  to) fatoriza:
S2Í—T +  t 0 ) =  S i ( x x , - T  +  to) S x ( x 2 , - r  4 - 10 )
e pelas equações (3.26), (5.3) e (3.2c) a integral se reduz a
-  j [  Sx{xx, - í  +  to) Sx(x2, - í  +  í0) -  5 i(* i, - t  4- to) ] / 2(to) d3r2d3v2.
Finalmente, obtemos o acréscimo a /í°^(t) expressando a equação (5.4) 
como
£/i(1)(í) =  [[S ifauXi,  - t + t o ) - S i ( x i ,  - t + t o )  Sx(x2, —t+to) ] f 2(to) d3r2d3v2.
(F> 51
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Para obtermos o acréscimo a f 2° \ t ) ,  devemos fazer um cálculo semelhante 
para o termo (5.2). Substituímos a identidade
d d ^
W13-  ----- hW23------  =  ^ 3( ^ 1, ^ 2) ^ 3) — L2{xi1^ 2) — ^ 1(^ 3) — (w 3i +  w 32)-3vj 3 v 2 -  - v ~ i . ~ - /  - iv - - /  v—  —/ dvs
no lado direito da equação (5.2). Como a integral da divergência na veloci­
dade v 3 é nula, obtemos a integral
t
J d r S 2(—t+ r)  / [ - L 3(*i, x 2, x 3)+ L 2(x\, x 2)-\-L\(x3) ] S3(—r 4-ío) /3(to) d3r 3d3v3.
to
Usando novamente a equação (3.2c) e integrando por partes, decompomos 
esta integral na soma
J[ S3( - t  4- to) -  S2( - t  4-10) ] fs( t0) d3r 3d3v3
t
-I- J d r S 2(—t 4- r ) J L \ ( x 3) S3( - t  4- í0) f 3(t0) d3r3d3v3. 
to
Aplicando o teorema de Gauss, transformamos a segunda parcela em uma in­
tegral de superfície nas paredes da caixa que contém o sistema e encontramos 
a equação
£À l\ t ) =  J [ S s ( - t  +  to) -  S2( - t  +  to) ] f 3(to) d3r3d3v3
t
4- J d r S 2( - t  4- r )Jj>S3( - T  +  to) f 3(t0) v 3- c?S3 d3v3. 
to
Como estamos interessados na equação para / i ( t ) ,  podemos admitir em nos­
sos raciocínios que as partículas 1 e 2 estão próximas uma da outra e que 
ambas estão distantes das paredes da caixa que contém o sistema. Se A t é 
muito menor do que o intervalo de tempo médio entre duas colisões sucessivas 
de uma partícula com as paredes da caixa, então a partícula 3 permanece 
longe das partículas 1 e 2 durante todo o tempo A t e o operador 5 3(—r  4-ío) 
fatoriza:
S3( - r  4 -10) =  S2(x i ,x 2, - T  4- t0) - r  4- to)-
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Então, pelo teorema de Gauss e pelas equações (3.26 e (3.2c), a integral de 
superfície se reduz a
— / [  S2(x i , a?2, —t +  to) S-[(x3, —t +  to) — s 2(—t +  to) ] fs(to) d3r3d3V3.
Assim, encontramos o acréscimo a f 2° \ t ):
=  í[ S3(x 1 , X 2 , X 3 , - i  +  t0) -  S2(a?i, a?2, - t  +  to) S!(x3 , - t  +  to) ] /s(to) d3r3d3v3.
(5.6)
Portanto, nesta aproximação, são válidas as funções 
/ i( t)  =  <S'i(—í -I- to) /i(ío)
+  J[ S2(x 1 , »2, - t  +  to) - 5 i ( * i ,  - Í  +  ío.) S\(x í , - t  +  to) ] /2(ío) d3r2d3v2, (5.7) 
/ 2(t) =  S2(—t +  to) / 2(to)
+  /[ 5 s(a:i, x2, x3, - t  +  í0) -  S2(xi ,x2, - t  +  to) S i(* 3, - t  +  to) ] /s (to ) d3r3d3v3.
(5.8)
Para encontrarmos uma generalização da equação de Boltzmann (4.16), 
vamos reforçar a suposição (4.5) admitindo que as igualdades
/ 2(to) = / i ( « i . t o ) / i ( « 2,to) e / 3(t0) =  / i ( i r i , to ) / i (* 2, to) /i(aj3,to) (5.9)
sejam válidas nas equações (5.7) e (5.8) quando N  »  1. Assim, a equação
(5.7) adquire a forma
/ i ( í )  =  S’j ( —í +  to) / i ( t 0)
+ /[ Si(xt ,Xí ,  - í + t 0) -S i(x i ,  —í+ío) í l ( x 2, - í+ ío )  ] f l (xi , to)  / 1 O 2 , ío) A 2A 2
(5.10)
e a equaçao (5.8) adquire a forma
/ 2(t) =  5 2( - t  +  t0)/i(a?i,to)/i(a?2 .tô) +  J [S 3(xi ,X2, 23, - t  +  t0)
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- S 2(xi, x 2, - t  +  to) St(x3, - t  4- to) ] / i (* i ,  Ío) f i ( x 2, to) h ( x 3, to) d3r3d3v3.
(5.11)
Na mesma aproximação, obtemos a partir da equação (5.10) a função de 
distribuição inicial
/i(«i,<o) =  £i(»i>* “  to) /i(®i>t)
- S i ( x i , t - t o )  J [C 2(x 1 , x 2, - t  +  t0) -  1 ] f i ( x 1 , t ) f 1(x2, t ) d 3r2d3v2. (5.12)
Substituindo esta função na equação (5.11), conseguimos expressar / 2(i) 
como funcional de / i ( t ) :
f 2(t) =  C2( - t  +  to)/i(a:i ,t)/ i(íB2.í)
+  / [ C , ( « „ . 2,* ., +  ô) — ^ 2) —t +  to) C2(x\,X3, —t +  to)
- c 2(x lt X2, ~ t  +  t0) C2(x2, *3, - t  +  t0) +  C2(xi,X2, - t  +  t0) ]
/ i (« i ,  í) / i ( * 2, t) f i (x 3, t) d3r3d3v3, (5.13)
sendo C3(;ri, »2, »3, —t +  to) o operador de colisão definido pela fórmula
C3(x 1, ar2, íc3, - í+ ío )  =  S3(x i ,x 2, x3, - t+ to ) S i ( x 1 , t - t o ) S 1(x2, t - t 0)Si(x3, t - t 0).
(5-14)
A equação de Choh-Uhlenbeck resulta da equação (2.6) ao substituirmos 
a função de distribuição de duas partículas f 2 pelo limite da função (5.13) 
quando to — ► —00 [5],[8]:
df i  ^  dfi  ^  df i  _  +  Vl. _  +  w , _
/ d
Wi2- «— [C2( - t  4- t0) / i (* i ,  t) /i(a?2, í) ] d3r2d3v2
a \ i
-  J W12- ^ - {  J[C3(x 1 , a?2 ,a?3, - t  + 10) -  * 2 , - t  +  to) ^ 2(^ 1 , «3 , - t  +10)
— ̂ 2 (^ 1 , ^2? — í +  0̂) ^ 2 (^ 2 ? ^3) —̂ +  0̂) +  ^ 2(^ 1 ? x 2i ~~t +  0̂) ]
/ i (« i ,  t) / i ( « 2, t) } \ {x 3, t) d3r3d3v3 } d3r2d3v2}. (5.15)
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O primeiro termo no lado direito da equação (5.15) é a contribuição à 
variação temporal da função de distribuição de uma partícula devido às co­
lisões binárias. Mostramos na seção 4 que este termo coincide com a inte­
gral de colisão de Boltzmann (4.15) quando são verificadas as três condições 
seguintes: 1) A t  A tc,
2) as correlações entre duas partículas no estado inicial são de curto alcance e
3) as diferenças nas posições das partículas que são da ordem do alcance 
das forças de interação podem ser desprezadas. Queremos saber sob quais 
condições existe o limite
C^ooO&i.sa) =  lim ^ ( » í ,  »2, - t +  *<>)• (5-16)t o—*—oo
No caso em que o potencial de interação é repulsivo, as trajetórias das 
partículas em colisão assemelham-se às curvas representadas na figura 1 . 
Quando A t é tão grande que r '12 > r*o, a ação do operador C2(—í +  to) so­
bre as fases das partículas é independente de A í e para qualquer instante 
í fixo existe o limite (5.16). A exceção pode ser constituída por partículas 
com velocidade relativa muito pequena, que interagem durante um intervalo
de tempo longo comparado com A tc. E possível mostrar, porém, que as
/ \ 3
perturbações causadas por tais partículas são da ordem de ( )  , sendo 
completamente desprezíveis quando A t A tc. No caso realista em que 
o potencial de interação é repulsivo a curtas distâncias e atrativo a longas 
distâncias, ocorrem situações muito diferentes das representadas na figura 1 , 
como, por exemplo, órbitas permanentes e colisões “orbitais” que necessi­
tam de um tempo indefinidamente longo para ficarem completas. Contudo, 
também neste caso é possível mostrar que as contribuições das partículas que 
seguem estas trajetórias são desprezíveis quando A t é grande [7]. Portanto, 
existe o limite (5.16) e a integral de colisões binárias converge para a forma 
assimptótica representada pelo primeiro termo do lado direito da equação de 
Choh-Uhlenbeck depois de um intervalo de tempo longo comparado com a 
duração média de uma colisão.
O segundo termo é a variação temporal de /]  decorrente das colisões 
entre três partículas. Na análise deste termo para potenciais de interação 
repulsivos, devemos identificar as seqüências de colisões entre as partículas 
cuja configuração no espaço de fase no instante í não anula o operador
S 3(A í) =  C3(x l t x 2,X3, - í  +  í0) -  c 2(x 1 , x 2, - t  4- í0) C2( x i ,x 3, - t  -I- to)
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— l ,X2, ~ t  +  to) C2ÍX2> x3, +  ío) +  C2(x l, x2-, — ̂  +  ^o)- (5.17)
Devido à presença da força específica W12 na integral de colisão, estamos 
interessados somente nas fases das partículas 1 e 2 tais que r \2 <  ro- Para 
estas fases, os seguintes eventos dinâmicos contribuem para a integral de 
colisão:
(a) colisões triplas genuínas que ocorrem quando as três partículas estão 
dentro das esferas de interação umas das outras ao mesmo tempo, como a 
ilustrada na figura 3a,
(b) sucessões de três ou mais colisões binárias que ocorrem entre as três 
partículas durante o intervalo A t, como as mostradas nas figuras 36 e 3c.
Figura 3: Colisões entre três partículas que contribuem para a avaliação 
do operador ^ ( A í ) .
Aplicando a informação obtida sobre os eventos dinâmicos que contribuem 
para a integral de colisão para determinar as condições sob as quais existe o 
limite
ö 3oo =  lim ô j (A í) ,  (5.18)
Lq—̂ —OO
é possível m ostrar que se a função /1 não é a função de distribuição de 
Maxwell-Boltzmann, então as correlações iniciais entre as três partículas
decaem com o tempo como í ^ j )  , sendo válida a condição (5.9) quando
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-  / w i 2- A [ y ^ 3(Aí) h ( x 2,t)  f i ( x 3, t)  d3r3d3v3 ]d 3r2d3v2 (5.19)
e a integral obtida pela substituição do operador $s3(At)  pelo seu limite (5.18) 
diminui no tempo como Portanto, existe o limite (5.18) e a integral de 
colisões entre três partículas tende para o segundo termo assimptótico no lado 
direito da equação de Choh-Uhlenbeck, embora a convergência seja lenta e o 
limite seja alcançado somente depois de um intervalo de tempo muito longo 
comparado com a duração média de uma colisão. Para potenciais de interação 
que têm uma parte atrativa, poucos resultados foram obtidos até agora.
Devemos ter sempre na memória que a equação (5.15) é satisfeita pela 
função de distribuição fi(t)  até a aproximação de ordem e2 na soma (3.4).
A í A íc, e a diferença entre a integral de colisão
6. A E q u ação  C in é tic a  G en era lizad a . D iv erg ên cias
Aplicando os métodos de Bogoliubov [2],[3] e de Cohen [9],[10],[11], é 
possível generalizar a equação de Boltzmann para além da equação (5.15) 
mediante a inclusão de colisões entre um número cada vez maior de partículas. 
Por ambos os métodos, obtém-se a mesma equação cinética:
d h  ^  df i  ^  d h  
_ + V l . _ + W l . _
a
w i2- -r— [C2(— A t ) /i(a?i, t) f i ( x 2, t ) ] d 3r2d3v2
C/Vj
-  / w ,  0^ - [J 9s(A t) f i (x i , t )  / i ( * 2, t) f i ( x 3, t) d3r3d3v3 ]d3r2d3v2 
d
-  J  Wi2- ^ - [  J  3 4(A  t) f i(xi ,  t ) . . .  /i(a?4, t) d3r3d3r4Ld3v3d3v4i}d3r2d3v2-----
(e.i)
em que Gs( A í) é um operador de colisão entre s partículas (5 >  4) semelhante 
ao operador (5.17). Na análise das integrais de colisão de ordem superior a 
s2, é necessário identificar os eventos dinâmicos que contribuem para cada 
uma delas e também determinar se valem as duas condições seguintes:
25
(a) as correlações iniciais desaparecem depois de um tempo suficiente­
mente longo comparado com A íc,
(b) os operadores S s(At) convergem para os limites
3 Soo =  lim 9fs(A í).ÍQ— OO (6.2)
Algumas seqüências de colisões binárias que ocorrem entre quatro partículas 
e contribuem para a avaliação do operador £y4(A í) estão representadas na 
figura 4. Estimativas de volume no espaço de fase combinado das partículas 
3 e 4 que colidem com as partículas 1 e 2 mostram que a integral de colisão 
em que ocorre este operador diverge logaritmicamente quando ío —>■ — oo 
[12],[13],[14],[15],[16):




Para s > 4, as estimativas de volume no espaço de fase das partículas que 
colidem com as partículas 1 e 2 e contribuem para o operador S s( A í) indicam
que as integrais crescem como • Assim, embora a condição (a) possa
ser verdadeira em alguns casos, a condição (b) é falsa para todos os termos 
que estão no lado direito da equação (6.1), exceto aqueles que aparecem na 
equação de Choh-Uhlenbeck.
Figura 4: Seqüências de quatro colisões entre quatro partículas que são 
responsáveis pela divergência do operador S 4oo.
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Concluímos que ambos os métodos podem ser usados com sucesso para 
derivar a equação de Boltzmann e a sua primeira correção a partir das 
equações da hie- rarquia BBGKY, mas não podem ser válidos para expres­
sar a variação temporal de / i( i)  causada pelas colisões entre as partículas 
como o limite de uma soma de potências do parâm etro £ resultante da ex­
pansão sistemática do termo colisional no lado direito da equação (1.12) nas 
contribuições de todos os subsistemas isolados de partículas.
Segundo Dorfman e Cohen [14],[15],[17], as divergências aparecem na 
equação (6.1) porque as integrais de colisão recebem contribuições de seqüências 
de colisões arbitrariam ente longas que ocorrem nos subsistemas isolados de 
poucas partículas quando A t —+ oo. Na realidade, porém, as partículas de 
qualquer subsistema pequeno não podem mover-se mais do que alguns poucos 
caminhos-livres-médios sem colidirem com as outras partículas do sistema. 
Portanto, a expansão do lado direito da equação cinética generalizada em 
uma soma de potências de e não tem sentido físico, porque o efeito coletivo 
do caminho livre médio, qual seja, o corte das distâncias percorridas livre­
mente pelas partículas entre duas colisões sucessivas, não foi apropriadamente 
considerado na avaliação das integrais de colisão. Para obter integrais de co­
lisão finitas, é necessário reagrupar os termos da expansão de modo a incluir 
os efeitos das colisões com todas as outras partículas do sistema. Até hoje, 
isto foi feito somente para a integral de colisões entre quatro partículas, que 
diverge logaritmicamente, embora pareça haver um procedimento sistemático 
para eliminar sucessivamente todas as divergências. A solução de Chapman- 
Enskog da equação cinética assim modificada, que inclui o termo convergente 
devido às colisões entre quatro partículas, expressa os coeficientes de trans­
porte do sistema, por exemplo, o coeficiente de viscosidade de cisalhamento 
rj(n, T),  na forma de uma expansão não-analítica na densidade n:
rj(n, T) =  r/0(T ) 4- m{T) n 4- r[2(T) n2\nn  4- »72 CO n2 H . (6.4)
A expansão (6.4) foi obtida apenas para as forças de interação repulsivas de 
curto alcance e os cálculos foram feitos detalhadamente apenas para o modelo 
de esferas rígidas. Não há evidências experimentais diretas que confirmem ou 
refutem a existência do termo logarítmico ri'2(T ) n 2 \nn.  O desenvolvimento 
da teoria cinética ao longo desta linha de pesquisa provou ser demasiada­
mente difícil e poucos resultados concretos foram obtidos desde meados da 
década de 60.
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Caracterizamos as etapas cinéticas do sistema de partículas pelo número 
de colisões binárias que ocorrem sucessivamente durante a evolução temporal 
do sistema. A duração 6 das etapas cinéticas é proporcional ao valor médio 
r c dos intervalos de tempo entre duas colisões binárias sucessivas, chamado 
de tempo-livre-médio, e o número de ordem VpoS da etapa cinética que ocorre 
depois do intervalo de tempo A í é igual à parte inteira do número 1 +
• • j  r, A í iVvos =  parte inteira de I H — — .o
De maneira semelhante, podemos definir o número de ordem Upre da etapa 
cinética que ocorre antes do intervalo de tempo A í. O significado destas 
definições é evidente na figura 5.
7. As E ta p a s  C in é ticas  e as C orre lações e n tre  as Fases das P a r tíc u la s
1* etapa V  etapa v* etapa
t„ t„ + 8 t0 + 2S t0+ (v - 1 ) S t t 0+v8
(a)
v* etapa V  etapa Ia etapa
t -v 8 t0t-(v-1)8 t - 2 5  t -  8 t
(b)
Figura 5: (a) As etapas cinéticas posteriores ao instante inicial to- 
(b) As etapas cinéticas anteriores ao instante t.
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A equação de Boltzmann descreve corretamente o comportamento do sis­
tema de partículas somente na primeira etapa cinética, durante a qual acon­
tecem as colisões binárias isoladas, mas ainda não são freqüentes as colisões 
binárias em série. Devido ao limite temporal da integral de colisão (5.19), 
a equação de Choh-Uhlenbeck não descreve corretamente nenhuma etapa 
cinética, embora inclua as contribuições dinâmicas das seqüências de duas 
colisões binárias que caracterizam a segunda etapa cinética. A equação que 
obtemos ao substituirmos a função f 2 pela funcional (5.13) na equação (2.6) 
sem fazer o limite quando A t  —* oo também não descreve corretamente a 
segunda etapa cinética, porque nem todos os eventos dinâmicos que ocorrem 
nesta etapa estão incluídos na funcional (5.13). Nas figuras 6a-6d, repre­
sentamos os eventos dinâmicos que ocorrem predominantemente na segunda 
etapa cinética, quais sejam:
(a) as seqüências de duas colisões binárias (1 ® 2,1 <8> 3) e (1 <g> 2, 2 ® 3) 
que estão incluídas na funcional (5.12) por intermédio do termo linear s f ^ \ t )  
(figuras 6a-66),
(b) as seqüências de três colisões binárias “em paralelo” (1 ® 2,1 ® 3,2 0  4) 
e ( l ® 2 , 2 ® 3 , 1 ® 4) que contribuem parcialmente para o termo quadrático 
s 2Í22\ t ) ,  mas não estão incluídas na funcional (5.12) (figuras 6c-6d).
As seqüências de colisões (1®2,1®3, 2®4) e (1®2, 2<g>3,1®4) correspondem 
às seguintes parcelas do termo quadrático s 2f 22\ t ) :
j d T 1S2( - t + T 1) j w 13- —  {JdT2 S3(-T1+T2)j-W24--õ^-[S4(-T2+to) U ( t0)} dxí }dx3, 
to 1 to 2
(7.1)
t  d  Tl d
JdTiS2( - t + T 1) jxv23--õ^-{ j d r 2 5 a (-T i+  r 2)J w 14-^— [54( - r 24-ío) h ( t 0)] dx^}dx3.
to 2 to 1
(7.2)
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Figura 6: j4s seqüências de colisões binárias que acontecem na segunda 
etapa cinética, (a) (1 ® 2,1 ® 3). (b) (1 ® 2, 2 ® 3). (c) (1 ® 2,1 ® 3, 2 ® 4). 
(d) (1 ® 2,2 ® 3,1 ® 4).
Podemos encontrar a equação que descreve corretamente a segunda etapa 
cinética se substituímos na equação (2.6) a função f<i pela soma das con­
tribuições parciais (5.13), (7.1) e (7.2). Este exemplo simples mostra que pre­
cisamos reagrupar os termos na expansão formal das funções de distribuição 
parciais em (3.4) se queremos conferir às potências do parâmetro e o signifi­
cado físico de ordem das etapas cinéticas da evolução temporal do sistema. 
Genericamente, ocorrem u colisões binárias em série até a v -  etapa cinética e 
nesta etapa acontecem 2"-1 colisões binárias “em paralelo” entre 2" partículas 
diferentes. Na segunda etapa cinética, quatro partículas colidem umas com 
as outras, na décima etapa, mais de mil e na septuagésima, praticamente 
todas. Portanto, depois de um tempo tão curto quanto 70rc, a evolução 
temporal do sistema é governada pela interação entre as partículas que con­
stituem o elemento material infinitesimal típico da mecânica do contínuo. 
Como rc é inversamente proporcional à densidade de partículas, se o sistema 
é denso, então praticamente não existe nenhuma etapa cinética e o regime 
hidrodinâmico se instala imediatamente.
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Figura 7: A correlação entre as posições de três esferas rígidas.
As seqüências de colisões geram correlações entre as posições e as ve­
locidades das partículas que restringem o domínio de aplicação da equação 
de Boltzmann somente para densidades baixas. As correlações de posição 
são causadas pelas forças de interação entre as partículas, que produzem as 
assim chamadas colisões estáticas, e não dependem do estado do sistema 
[12],[13],[16]. No equilíbrio termodinâmico, estas correlações aparecem na 
expansão virial da equação de estado em potências da densidade. No caso 
especial em que as partículas se comportam como esferas rígidas de diâmetro 
r 0, as correlações de posição surgem porque as esferas não podem pene­
trar umas nas outras. A correlação mais simples ocorre porque a presença 
da partícula 3 na posição r 3 impede que as partículas 1 e 2 estejam nas 
posições r i  e r 2 se r  12 =  r0, r\z < ro e riz < ^o- E sta colisão estática está 
representada na figura 7. A sua contribuição para a equação de estado é 
proporcional ao número de partículas que estão nas posições rs nas quais 
ocorre a sobreposição com ambas as partículas que estão nas posições r  j e 
1*2 =  r i  4- Quando a densidade aumenta, cada vez mais esferas par­
ticipam sucessivamente nas colisões estáticas, dando origem aos termos de 
ordem superior na expansão virial. As mesmas correlações estão presentes 
no sistema fora do equilíbrio termodinâmico. Quando elas são levadas em 
conta juntam ente com a diferença nas posições das duas esferas em colisão, 
encontra-se a equação cinética de Enskog que descreve o comportamento de 
um sistema denso de esferas rígidas. Na seção 9, vamos derivar a equação de 
Enskog a partir das equações da hierarquia BBGKY de um modo semelhante 
ao que empregamos para derivar a equação de Boltzmann na seção 4. Até 
hoje, a equação de Enskog não foi estendida para potenciais de interação
31
realistas.
No equilíbrio termodinâmico, não existem correlações entre as velocidades 
das partículas , embora elas sejam criadas e destruídas constantemente pelas 
colisões. A função de distribuição coincide com a distribuição canônica 
de Gibbs (ver a equação (9.10) na seção 9),
1 - S k
Fn =  T7T̂ r~ e kT >N\Zn
cuja parte que não depende das interações entre as partículas fatoriza em um 
produto de funções de distribuição de velocidades maxwellianas:
*  -TT —üüá
Fn ~  n  Ím M  ~  n  e 2kT ■
a = l  a —1
Fora do equilíbrio, isto não ocorre devido aos gradientes de densidade, ve­
locidade e tem peratura do sistema. Genericamente, as seqüências de colisões 
em um sistema fora do equilíbrio criam correlações de velocidade de longo al­
cance que impedem uma generalização sistemática da equação de Boltzmann 
para densidades grandes. A correlação de velocidade mais simples aparece 
quando a partícula 3 faz as duas partículas 1 e 2 colidirem novamente nas 
posições r j e 1*2 no instante t depois de uma colisão ocorrida nas posições 
r ' =  S3( - t  +  r)ri  e r'2 =  S3(—t 4- t ) t 2 em um instante r  (íq < r  < t). Esta e 
outras seqüências de colisões que produzem correlações entre as velocidades 
das partículas são mostradas nas figuras 36-3c e 4.
8. A E q u açao  de E nskog
Vamos derivar a equação cinética de Enskog que descreve a evolução tem­
poral de um sistema denso de esferas rígidas modificando adequadamente o 
procedimento empregado ao derivarmos a equação de Boltzmann a partir das 
equações da hierarquia BBGKY [18],[19]. Nos cálculos, devemos considerar 
o potencial de esfera rígida
U (r ) =  /  00 (r < r °)’ í8 d
°°{ ) \  0 ( r > r 0) 1 j
como o limite da sucessão de potenciais de centro de repulsão
Un(r) =  e ( ^ y  (€ > 0 ) ,  (8.2)
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sendo tq o  diâmetro das esferas.
A função de distribuição de duas partículas / 2(t) é dada pela equação
( 3 ' 4 ) :




X"(t) =  E  * * % $ •  (*•*>
fc=0 J2  W
Definindo a função de correlação par x ( r i> r 2> v it v 2> t) pela fórmula
X(r!, r 2, v j, v2, í) =  C2(t -  í0) x"(i) (3.5)
e considerando que a aproximação de ordem zero f 20\ t )  é dada pela equação 
(46),
f 20)(t) =  C2(—t +  ío) / i ( r i ,  vi, t) / i ( r 2, v 2, t), 
expressamos a função /2(í) na forma
fiif)  =  c 2( - t  +  t0) [ x ( r i , r 2> V j ,  v 2, t ) / i ( r i , V i , í ) / 1( r2, v 2,í)] .  (8.6)
Substituindo (8.6) em (2.6), na ausência do campo externo obtemos a equação
dfi  ,
~dt ã r i ”=  ^  Vl *
f d
=  -  I W12- —  { C2( - t + t 0) [x(ri ,  r 2) V!, v 2, í) . / i(ri , vi, t) / i ( r 2, v 2, t) ]} d3r 2d3v2.
(S-7)
Como a força específica w 12 é diferente de zero somente quando a distância 
entre os centros das esferas é igual ao seu diâmetro ro, o operador C2(—t +  to) 
não altera as coordenadas,
C2( - t  +  i„)ri =  rj  e C2( - t  +  í0)r2 =  r 2 =  r a H r 0, (8.8)
n2
e age sobre as velocidades como o operador S2(—t 4- to),
Vj =  C2(—t 4- to) vi =  - 2̂(—t +  ío)vi e V 2 =  C2(—t +  to)v2 =  S2(—t 4- to)v2.
(8.9)
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Assim, o termo colisional C2(ri, V j ,  t) no lado direito da equação (8.7) adquire 
a expressão
C2{ti, v i ,t )
=  -  / w 12- ^ - [ x ( r i , r i + r 12, V i, V 2,í) /i(rj, V j ,t )  f i ( r i+ r 12,V 2, t) ] d3r2d3v2
=  Jx(ri, r !+ r12) ui, u2, t) fi(r1( nlt t) /i(r !+ r12) u 2, t)
x ( - w i2)- 7p -[£ (V i -  Ui) Ô(V2 -  u2) ] d3r\2d3v2d3u^d3u2. (8.10)dvi
As velocidades pré-colisionais V i e V 2 são constantes de movimento do sub­
sistema constituído pelas duas esferas em colisão cuja hamiltoniana é H2. 
Derivamos da propriedade do colchete de Poisson
{ H2, ôÇVi — Uí) £(V2 — u2) } =  0,
a igualdade:
-W jj- ^ ~ [^ (V i—Uj) £(V2—u2) ] =  ( v r  ^ -+ V 2- [ ^ ( V j - U ! ) ^ ^ - ^ ) ]
g
+ w 2r  ■=— [í(V ! -  uj) <5(V2 -  u2) ].
(7V2
Como as velocidades V i e V 2 dependem somente de Vj, v 2 e r J2, mas não 
das coordenadas do centro de massa, obtemos:
- w 12- -^-[SÇVi ~ ui) tf(V2 -  u2) ] =  v12- ^ —[SÇV! -  Ui) <5(V2 -  u2) ] 
ow 1
+w 2r ^ —[ôÇVi -  Ui) <$(V2 -  u2) ].
O V  2
Assim, podemos reescrever a expressão (8.10) como
C2(ri, v lt t) =  I x(rx, rj +  r12) Uj, u2, t) /x(r1} Uj, t) /i(rx +  r12, u2, t)
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r\
x Vi2‘ — [^(Vi — ui) Í(V 2 — U2)] d3ri2d3V2(i3uid3U2. (8-11) 
drn
Para integrar em r i 2, escolhemos o mesmo sistema de coordenadas relativas 
usado na integração do termo colisional (4.12) quando obtivemos a equação 
de Boltzmann na seção 4. O eixo 2 está orientado na direção da velocidade 
relativa V12 e o plano perpendicular tem  as coordenadas polares b (parâmetro 
de impacto) e e (azimute). Na figura 8, mostramos a colisão direta e a colisão 
de restituição entre duas esferas rígidas. Na região em que 2 < 0, fazemos a 
integração nas coordenadas (2, 6, e). Se 2 < - \Jro  -  b2, as velocidades pré- 
colisionais V je  V 2 são iguais às velocidades iniciais v j e V2 na colisão direta. 
Se — \Jtq -  b2 < z  < 0, as funções de distribuição são nulas e não contribuem 
para o termo colisional. Na região em que 0 < 2, integramos nas coordenadas 
(2, b,e +  7r). Se 0 < 2 < + \A o  -  b2> as funções de distribuição também
são nulas e não contribuem para o termo colisional. Se — b2 < 2, as
velocidades V j e V 2 são iguais às velocidades iniciais Vj e v'2 na colisão de 
restituição . Assim, obtemos:
v u - a í y t f í V i - u O t f C V a - i i , ) ]
_  í  -» 1 2 * (*  +  \ ! r 0 -  &2) à(yi -  U l)  <5(v2 -  U2) ( - 0 0  < 2 < 0), 
\  v 12ô(z -  \ J r l ~  b2) 8 (v7! -  Ui) ô(y2 -  u 2) (0 < 2 < + 00)
Integrando em 2, u i e U2, obtemos:
27rro
C,2(ri,  Vj, t) =  J J y[x ( r i» r i  +  b, e +  tt), v'2, t)
0 0
x / i ( r i> Vi, t) / i ( r j  4- r i 2(+\Ao -  b2, b, e 4- tt), v^, t)
—*(r i>ri + r i 2( - - \Jrl -  62, 6, e), v h v 2, t)
x / i ( r i ,  v l 51) fi (v\  4- r i2( - ' \ / r o “  fe2> b, «). v 2, t) ] vn  b db ded3v2. (8.13) 
Introduzindo o vetor unitário
k =  —rni.-yJfQ -  b2, b, e) =  r n ( + \ j r l  -  b2, b, e 4- tt),
tq r0 v
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expressamos o termo colisional na forma
C2(Ti ,v i , t )  =  J  rJ (v i2- k ) [ x ( r i , r i - k r o , v /1, v i 1t ) / i ( n lv'1, t ) / i ( r i - k r o , v i , t )
vi2*k<0
—x(r i> r i  4- k r0, vj, v 2, í) / i f a ,  v j, t) / ^ r j  4- k r0, v 2> i) ] d2kd3v2, (8.14) 
sendo
d2k =  -sb db de =  sin 9 cos 6 d9 de (0 < 0 < —) 
rg 2
A A
de tal modo que a integração em k  está restrita ao hemisfério no qual v i2- k  <
Figura 8: Colisões entre duas esferas rígidas: (a) Colisão direta.
(b) Colisão de restituição .
Para obtermos a equação cinética de Enskog, devemos fazer duas su­
posições adicionais a respeito da função de correlação par x (r i, r i±kro, v i, v 2, t). 
Sabemos que no estado de equilíbrio termodinâmico esta função se reduz à 
função de distribuição radial. Fora do equilíbrio, admitimos que sejam válidas 
as condições (a) e (b) seguintes.
(a) O valor da função de correlação par é independente das velocidades,
x (r i,r j  ± k r 0, v i , v 2,t) =  x (r i ,r a ±  kr0,t).
(b) x  é igual ao valor que a função de distribuição radial no equilíbrio local 
assume no ponto de contacto | ( r j  + r 2) entre as duas esferas. Como a função 
de distribuição radial no equilíbrio <72(r i , r 2) =  12) depende somente de
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r j 2, definimos a função de distribuição radial no equilíbrio local S2(r i2|r, t) 
substituindo em g ^ n )  a densidade e a tem peratura do sistema pelos seus 
valores na posição r  e no instante t. Assim,
1 -
x ( r i> r i  ±  k r0, t) =  52(r i2lr i ±  2kro’
Notamos que a função de distribuição radial fora do equilíbrio não depende 
explicitamente do tempo, mas sim por intermédio da densidade e da temper­
atura do sistema.
Com a ajuda das suposições (a) e (b), obtemos a equação de Enskog:
dfi  ^  dfi  
Ht ' ã ü
=  J ro(v i2- k ) [ x ( r i — ^ ro) / i ( r i ,  V j , t )  / , ( r ,  — k r 0 ,V2, t)
Vi2*k<0
—x (r i +  ^ k r0) / i ( r i ,  v 1} t) / i ( r !  +  k r0, v 2, t) ] d2kd3v2) (8.15)
sendo o fator ^
X(ri ±  - k r 0) =  í?2(r o |ri ±  ^ o )
=  1 +  0 ,41677rron(ri ±  ^ k r0) +  0 ,1275[Trrorc(ri ±  ^ k r0) ]2 -I . (8.16)L L
independente da temperatmra do sistema para o potencial de esfera rígida
(8.1).
A equação de Enskog não pode ser estendida de modo satisfatório para 
des- crever a evolução temporal de misturas, pois os coeficientes de difusão 
térmica e de termo-difusão obtidos a partir dela não satisfazem as relações 
recíprocas de Onsager. Para encontrar a equação de Enskog modificada que 
descreve corretamente o comportamento de misturas, basta substituir x  Por 
Xm, sendo xm  a função de distribuição radial no equilíbrio não-uniforme local 
[20].
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IV  —  A  M A X IM IZ A Ç Ã O  D A  E N T R O P IA
9. O M é to d o  de G ibbs em  M ecân ica  E s ta t ís t ic a
A entropia do conjunto estatístico caracterizado pela função de distribuição 
■F/y(í) é definida pela fórmula
SN(t) =  ~ k j F N(t) ln N\FN(t) dTN. (9.1)
O postulado fundamental da mecânica estatística estabelece que a densi­
dade de probabilidade Pm(x -, í) de o sistema de partículas estar em torno do 
ponto x =  ( r j , . . . ,  r/y, v i , . . . ,  v/y) no espaço de fase T no instante t é igual ao 
valor da função de distribuição FjfE(x, t) para a qual a entropia é máxima,
pN(x, t) =  FtfE(x, t ) . (9.2)
Notamos que a probabilidade definida por p/y(x, t) é condicional no mesmo 
sentido que o máximo da entropia S/y(t) é condicional: ao aplicar o método 
dos multiplicadores de Lagrange, devemos ter em conta as condições suple­
mentares (vínculos) para encontrar o máximo da expressão (9.1) [21]. No 
caso em que as condições são médias estatísticas de integrais de movimento 
do sistema, a densidade de probabilidade descreve o estado de equilíbrio 
termodinâmico e no caso contrário em que as condições não são médias de 
integrais de movimento, a densidade de probabilidade descreve um regime 
fora do equilíbrio [22],[23],[24].
Como aplicação, vamos encontrar a densidade de probabilidade pr,v,N 
dos estados do sistema de N  partículas em uma caixa de volume V com a 
tem peratura T  [l]. Junto com a condição de normalização (1.3), impomos a 
condição que fixa a energia média dos sistemas do conjunto estatístico:
F =  J F n HnóT n , (9.3)
sendo Hjy a hamiltoniana (1.1). Usando o método dos multiplicadores de 
Lagrange, procuramos o máximo da expressão
«S/y =  —k JFflf ln AT!F/y dT/y 4-Ai ^1 — j 'Fpj dT/y  ̂+ A ^  ^E — j ’Fn H/y dT/y^.
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Fazendo a variação de Fn e igualando a primeira derivada funcional de S n 
a zero, obtemos a equação
- k  (ln N\FjtfE +  l )  -  Aj -  Aê Hn =  0,
da qual segue que
j r " E = ^ ! exp( - 1 - T _ í T a ' ' ) -  ( 9 ' 5 )
Obtemos o multiplicador de Lagrange Ai a partir da condição (1.3):
“ p ( - ‘ “  t )  =  j e - 0 «Í<trN s  z ^ f i y  (96)
sendo assim definida a função de partição Zn ((3) de 0 =  A energia média 
E e a entropia Sn podem ser expressas como
®  ■- ]«W Hn * * = - £ t 1 ' (9-7)
SN =  k [ ln N \Z N(l3)+/3Ê].  (9.8)
Para achar o significado do multiplicador de Lagrange A-^, calculamos a dife­
rencial da entropia supondo que N  e V  sejam fixos:
(?Í!L) = k g(^E.)  -
v d (3 >n,v p \ d g ) N y  
comparando este resultado com a equação de Gibbs, obtemos:
* 0  =  A * = i .  (9.9)
Assim, a densidade de probabilidade condicional é a distribuição canônica de 
Gibbs que descreve o equilíbrio do sistema T,V,N:
pTy’N =  W z ^ e l ã ’ (9 I0 )
Para aplicar o método de maximização da entropia na descrição do com­
portamento do sistema de partículas fora do equilíbrio, devemos seguir o 
roteiro descrito abaixo:
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1) Escolhemos as grandezas que descrevem o comportamento macroscópico 
do sistema de partículas como condições para a maximização da entropia. 
Estas grandezas macroscópicas, chamadas de campos básicos, são médias 
estatísticas de grandezas dinâmicas expressas em função das posições e das 
velocidades das partículas. As densidades de massa, quantidade de movi­
mento e energia interna, o tensor pressão e o fluxo de calor são as grandezas 
macroscópicas usualmente escolhidas para descrever a evolução temporal dos 
fluidos no método de G rad para a resolução da equação de Boltzmann.
2) De acordo com a escolha das grandezas macroscópicas, adotamos as 
equações de balanço para descrever a evolução temporal do sistema. Esta 
equações são obtidas por meio da hierarquia BBGKY, mas não é necessário 
que sejam as equações de balanço das próprias grandezas macroscópicas es­
colhidas, bastando que determinem estas grandezas. As equações de con­
servação de massa, quantidade de movimento e energia sãs escolhas naturais 
na descrição dos fluidos, mas as equações que determinam o tensor pressão 
e o fluxo de calor não precisam ser as suas próprias equações de balanço.
3) Para fazer o fechamento do sistema de equações , alguns dos campos 
básicos devem ser condições de correlação entre as posições e as velocidades 
das partículas. Assim, em vez de introduzirmos o tensor pressão e o fluxo 
de calor como condições para a maximização da entropia, podemos escolher 
diversos tensores e vetores macroscópicos. A condição que orienta na escolha 
dos campos básicos, extraída da teoria de representações , é que os termos 
de produção que ocorrem nas equações de balanço não-conservativas devem 
ser proporcionais aos campos básicos na aproximação linear.
Nas seções 12 e seguintes, vamos aplicar este método na descrição do 
regime hidrodinâmico do sistema de partículas à tem peratura constante.
10. A s E q u açõ es  de B alanço
Vamos descrever o regime hidrodinâmico pelo método de Grad, supondo 
que o comportamento do sistema seja determinado com boa aproximação 
pela evolução temporal dos primeiros momentos da função de distribuição 
parcial / i  [25],[26], [27],[28],[29]. Definimos a velocidade do sistema u (r, t) 
por
e o momento de ordem n p*1'"*n(r, t ) (i\, =  1, 2, 3) por
pil"̂ ( r ,  t) =  J m C il ■■■&" h ( r , v , t) d3v , (10.2)
sendo C a velocidade peculiar da partícula ,
C =  v — u(r , t ) .  (10.3)
O momento de ordem 0 é a densidade de massa do sistema p(r, t),
p(r,t)  =  J m f 1( r , v , t ) d 3v. (10.4)
Multiplicando a equação (2.6) por m, integrando em v j e substituindo r j  por 
r , obtemos a equação de continuidade:
< »•'
O momento de ordem 1 é nulo e a densidade de quantidade de movimento 
do sistema é
p(r, i)u (r, t) =  j m v f i ( T , v , t ) d 3v. (10.6)
Multiplicando a equação (2.6) por mv\,  integrando em Vj e substituindo r i  
por r , obtemos a equação de movimento:
+ ^ ( /9ttiu + p * )= pwt' l̂0,7  ̂
sendo P l(r, t) o tensor pressão definido por
P*(r, t)  =  j m & C  / i ( r ,  v, t) d3v
! u,{ri2)vr2Ti2 I n2 T̂ ~  ^r i2 ’ r  ~  ^r i 2 + r i 2 ’ ^  d^ d3ri2’ ^10’8^
em que n 2(ri , r 2, t) é a densidade do número de pares de partículas definida 
pela função
^ 2( r i , r 2,í)  =  j / 2(r i>r 2i v i, v 2) d3vid3V2- (10.9)
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O tensor pressão P*(r, t) recebe contribuições de dois modos de transporte 
de quantidade de movimento, quais sejam:
(a) o movimento térmico das partículas através de uma superfície, que dá 
origem ao tensor pressão cinético
í( r, t )  =  j m C zC  / i ( r ,  v, t) d3v, (10.10)
(b) a força de interação entre as partículas que estão nos lados opostos 
de uma superfície, que dá origem ao tensor pressão potencial
t 1
p£/(r,f) =  — ̂ y V ' ( r  1 2 ) 1 2  J n 2( r - Ç r i 2, r - Ç r i 2 +  r n ,t)dÇd3r l2. (10.11)
Definimos a densidade de energia interna p(r, t)e(r, t) como 
p(r, í)e(r, t ) =  J ~ ^ C 2 / i ( r ,  v, t ) d 3v +  ̂  J u (r 12)n2(T, r + r i 2, t) d3r 12 (10.12)
e o fluxo de calor Q (r, t) como
Q (r, t) =  v, t) d3v + ^ j u ( r12)C 1/ 2(r, r + r 12, v a, v 2, t) d3v^d3v2d3r n
1
_ i / í//(ri2) [ ^ ‘(Vl+V2" 2U)]r/ /2 (r ^ ri2 ’ r ~£r i2+ri2’ Vl’V2’ ^  d^d3v 1d3v2d3rn .
° (10.13)
A partir das equações (2.6) e (2.7), podemos encontrar a equação de balanço 
da energia interna:
^  +  J L ( , eu  +  P ) + p , £  =  0. ( 1 0 ,4 )
Observamos que o fluxo de calor também recebe contribuições dos dois modos 
de transporte de energia:
(a) o movimento térmico das partículas através de uma superfície, que dá 
origem ao fluxo de calor cinético
/
TTt
—C 2C / i ( r ,  v, t) d3v
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+  \ j U(ri2^Cl ^ T' T +  Fl2’ Vl’ V2’ ^  d3vl d3v2d3r 12, (10.15)
(b) a potência das forças de interação entre as partículas que estão nos 
lados opostos da superfície, que dá origem ao fluxo de calor potencial
q j/(r, t ) =
1
- ^ J u '(r12)[Ĵ - ( v 1 +V2- 2u)]r\2j f 2( r - f r m r - Ç r i 2+ r 12, v i , V 2, t)  d^d3V!d3v2d3r 12.
° (10.16)
Para aplicar o método de Gibbs na descrição do comportamento mecânico 
do sistema isotérmico (ver as seções 12 e seguintes), vamos precisar da 
equação de balanço do tensor cinético de pressão p1-7. Multiplicando a equação
(2.6) por mC\C{,  integrando em V j e substituindo r j  por r , obtemos a 
equação de balanço:
sendo p y (r, t ) o momento de ordem 3,
ptf( r , t)  =  J m C iCj C f 1( r , v , t ) d 3v, (10.18)
e f?y (r, t) o termo colisional
i  3
Rij(r, t) =  íU '(r12) ( — Cf 4- — Cl) f 2(r, r  +  r 12, V j, v 2, t) d ^ d ^ d 3̂ .
J XV\2 Vi2 /
(10.19)
Também vamos precisar da equação de balanço de R**. A partir da 
equação (2.7), obtemos:
j ;  [Riju + f  U'(r12) ( ^ C' í + ^ C'0  C i /a (r, r + r 12, v ,, v 2> t) '
=  [ u \ r n )  —  n2(r ,r  +  r 12, t ) d 3r i2 - ^ -  
J r \2 p ar
■j - 1 3 P i
+  í U \ r 12) —  n2(r, r  +  r 12) t) d3r l2 -  
J r 12 pJ  dr
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Tl dvP
U'{rn )— 'Cj / 2(r, r  +  r 12, v 1} v 2, t) d3vl d3v2d3r 12- —  
r12 ar
, o o du
U‘(ri2)— 'C i / 2( r , r  +  r i 2, v 1, v 2)t )d  M  u2d r 12- —-  
n 2 tfr
a j 1
+  /(v2—Vj)• - — [ C/'(ri2) (  — C ^+ — C j )] / 2(r, r + r 12, v j, v 2, t) d3v ld3v2d3rn  
J ar i2 v r 12 r i2 7
+ — /[t//( n 2)]2r'12̂ 2 » 2(r, r  +  r 12) t) d3r 12 
m J rf2
+ — f  U'(r12) U \ r 13) ( l i ? +  ! j 2  !j3 \  r  +  ri2) r  +  rw> d3r xzd3rm  
m J v r i2 r 13 r 12 r\3 '
(10.20)
em que ra3(ri, r 2, r 3) í) é a densidade do número de trincas de partículas 
definida por
U3(ri,  r 2, r 3, t) =  J f 3(rlt r 2, r 3, v lt v 2) v 3) t) d3vid3v2d3v3. (10.21)
As equações (10.17) e (10.20) formam um sistema fechado que começa com 
um termo quadrático na velocidade da partícula no lado esquerdo da equação 
(10.17) (o tensor cinético de pressão pv’), passa para um termo linear na ve­
locidade no lado direito da equação (10.17) e no lado esquerdo da equação 
(10.20) (o termo colisional f?y ) e termina com um termo quadrático na ve­
locidade no lado direito da equação (10.20) (a quinta parcela). Esta pro­
priedade tem uma importância fundamental na descrição do comportamento 
do sistema de partículas fora do equilíbrio termodinâmico pelo método de 
maximização da entropia.
11. A s C ondições p a ra  a  M axim ização  d a  E n tro p ia
Introduzimos as condições para a maximização da entropia adequadas 
para a descrição do comportamento mecânico do sistema de partículas no 
regime hidrodinâmico à tem peratura constante.
-  Densidade de massa:
/>0> t) = s  
0 = 1 /Fn m é ( ra — r)  dT^, ( 11.1)
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— Densidade de quantidade de movimento:
N r
p(r, t) u \ t ,  í) =  X ] 6 (ra -  r) dTV, (11.2a)
a = l
ou ainda,
£  [ F N m C ta6 (Ta - r ) d T N =  0, (11.26)
0=1-'
— Densidade de energia interna:
K r, t)e(r, í) =  f  F„ [ | C*a +  \  £  U(rM) ] S(va -  r) dTM, (11.3)
b^a
-  Tensor cinético de pressão:
N r
E  FN m C laC 3a6 (Ta - T ) d r N, (11.4)
0=1
— Correlação de ordem s (2 <  s <  N)  para a pressão:
CS (r > *) =  / * ? ( * ! ,  • • •, r a, V ! , . . . ,  v a, t) é ( r i - r )  / a( r j , . . . ,  r s , v l 5 . . . ,  v s , t) d l \
n  n  f
=  Fn K i3(rai, . . . , r aa, v ai, . . . , v a3, t ) 6 (ra i - r ) d T N, (11.5)
01 = 1 “3=1 J
sendo dTs =  d3r \ . . .  d3rsd3v \ . . .  d3vs.
A condição de correlação introduz na função de distribuição FjfB que 
maxi-miza a entropia os efeitos dinâmicos das correlações entre as velocidades 
das partículas . Atualmente, não conhecemos o princípio físico que determina 
univocamente o caroço da correlação
^ ( r i , . . . , r a, v 1, . . . , v s,t).
A suposição mais natural é que o caroço da correlação seja
K Í\vu r2, Vl> v2) =  U \ r 12) ( + ^ C \ ) (11.6)
v rio r™ '
[12
n  '  12
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d 3r
para que a condição de correlação seja o próprio termo colisional
^ ' M )  =  E E  [ Fn U'{rah) ( — Ci +  — C la ) ó(r0 -  r) d IV  (11.7)
a = l  b=i J  r ab r ab
b^a
Contudo, os cálculos revelam que a suposição (11.6) efetivamente não intro­
duz correlações entre as velocidades das partículas , sendo nula a parte fora 
do equilíbrio do tensor pressão. Nas seções 12 e seguintes, vamos introduzir 
nma função Kj! da qual resulta a equação de Navier-Stokes que descreve cor­
retamente o comportamento mecânico do sistema no regime hidrodinâmico. 
A função de distribuição que maximiza a entropia
«Syv == —k J f n 1 niVÍFjv dTyv
r N r
+  Ap íp (r , t )  -  ^2  /  FN m ô(ra -  r)dT
J  0 = 1  J
4- í Aj,(r, t )  [O -  f F N m C la S (r 0 -  r) d T N
J  0 = 1  J
N i N
+  J Ae(r, t) { p(r, í)e(r, t) — ^  J F N [ y C j  +  -  t /( ro6) ]ó (r0 —r) }d
a_1 byáa
4- í ApJ(r, t) [pij(r, t ) - j r  ÍFN m C*aCÍ 6 ( r 0 -  r  )dTN ] d3r
J  0 = 1  J
+  / A « ( r , í ) [ c ? ( r , t )
N N r i
-  ■ • ■ 2  Fn ■ ■ • ’r°*’ v°1’ • • • ’ v°*’ 6(Tai ~ r) drN Jd3rai=l o5=l
—i«s— 1
(U-8)
com as condições dadas é a seguinte:
'3r
- m e ,  j.\ 1 í i v ^ A p(ra, í) J^ A ^ (ra, t )  ,F ^ E(r1 , . . . , r N, v 1 , . . . , v N,t) =  —  e x p [ - l - ^  - ----------------   m C
Q>=1 n.=l
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^=í * " * 2 6=1 ' 0=1b^a
-  E  • • • ê  . . . .  r„„ vai, . . . .  v a>, í) }, (11.9)
a i = l  o5= i
aa ^ a i,...oa_ i'
sendo Ap(r , i ) ,  A*(r,t),  Ae(r , í ) ,  A^(r , í )  e A £(r , i )  os multiplicadores de 
Lagrange associados às condições para a maximização da entropia.
Definimos a função
\ í  +1)  ̂ , Ap(r “’ )̂ I A«(r “>̂ ) . Ae(r a>í) I A/ ’(r «> 0 «i-nrjA(r0, v B> t) =  — + --------   m + -------m C0+ -----   m C0+ -----   m C0C0
<  / 1 Ap(r0, t) 3 f rAe(ra,t) 1 i Aj*(ra,í)  •, \
=  2kTa +  {<N +  ~ k ~ m +  2 Ü — * fcr J +  * r l a )
+ A" ^ a’-~ yJ^kTaH Í \ C a)
+ ( A « ^ )  +  1 ^ { S ( +  A ^ t )  } ) k T ^ )(C' h
(11.10)
sendo T0 =  T (r0, í) a tem peratura do sistema, A ^ ( r a, t) a parte sem traço 
do tensor ApJ(r0, t),
A f  >(ra, t) =  A ^(r0, t) -  ^ A f  (rB> t ) , (11.11)
e H p \ c a) e H ^ \ C a) os polinómios de Hermite
6 f^ (C .)  =  t Í P  -  (11.126)
m
Expressamos a função de distribuição FpfE como o produto
47
FÜfE(r1, . . . , r N, v 1, . . . , v N,t)
=  F lfB exp[ -  £  ' '  • E  K ? (r ai, . . . ,  r „ . , v a,  v 0„  í) ],
01 = 1  as = las^a\ i"'as—1
(U.1S)
sendo FffE a função 
Fj!fE(r1 , . . . , r N,'v1 , . . . , v N,t)
= é i U  « p [ -  £  A«(r° ' t )+ Ae ( r , " t) ]. (U.14)
0=1 l < a < b < N  L K
Definimos a função f i (x , t )  como
r N
h ( x , t )  =  FHfE ^26(xa - x ) d T N (11.15)
J  0 = 1
e a densidade de massa p(r, t) como
/?(r, t) =  J m f i ( x , t ) d 3v. (11.16)
Devido à fatorização de FjfE, obtemos:
f ( r i \ =  P(r ^ )  e~A(X,f) ( n  17)
^  m f e - x(x’Qd3v' ' ' ^
Expandindo f i (x , t )  em série de potências dos multiplicadores de Lagrange 
que se anulam no equilíbrio, na aproximação linear obtemos:
*<-■*>■" ( * ) " • ■ *  I"- m
_ ( ü ^ o  ,  £ ] . í í & ü
Definimos a função / 2(#i>#2>í) como
r ~ N N
h ( x l i X i , t ) =  l FNE ^ K Xa -  Xl) J 2 Ó(Xb -  * 2) d r N (11.19)
J  0 = 1  à=ib^a
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e a densidade de pares de partículas râ2(ri , r 2, t)
râ2 0 i, r 2, t) =  J / 2(xi, x2, t) é v xd?v2. (11.20)
Devido à fatorização , resulta que
f 2(xi, x 2, t) =  / i(* i ,  t) f \ (x 2, t) g2(r!, r 2, í), (11-21)
sendo g2( r i, r 2, t) a função de correlação par no equilíbrio não-uniforme com 
a função de Mayer definida por
U  =  gxp[ - A«(r“' t ) + A«(r‘: '.tl y ( r nt)] -  1.
Podemos expressar f 2 como
f 2(x! ,x2, t) =  / i ( r i ,  vi ,  t ) / i ( r i ,  v 2, t ) g$(r12 | n ,  t)
, 7 .  ^5flS(r12|r i , í )cAe(r i , t )  1 ]+ / . ( r „ v „ í ) / 1(r1,v 2,t ) ------— ------ [— ------- — j
-  [/.(r„  v„ t) af~'(Tg ^ 2’ t)ãS(n2|r1. t ) + í / , ( r . .  v„  t) / .(r .,  v ., t )^ ^ "  *- ^
+ |/ i ( r i .v , ,T )  / i ( n ,v ,.t ) a ^ M r .1.lQ £ -  ] ■ n 2 +  •• •, (11.22)
e n 2(ri, r 2, t) como
sendo g2(ri2 \r-i, t) a função de correlação radial no equilíbrio uniforme, 
com a densidade p\ =  p(r j, í ) e a  tem peratura T\ =  T(r j ,  t) tal que (3\ =  ^ r .
49
Genericamente, definimos a função f s(x i , . . . ,  x s, t ) para s =  1 , . . . ,  N  
como
fs(x 1 , . . . , x s, t ) =  Í f ^ e  Y ,  -  «i) • • • YL K xa3 - x a)dTN (11.24)
a i = l  as = l
e a densidade de seqüências de s partículas n.s( r i , . . .  , r 3, t)  como
n s( r i , . . . , r s,t) =  J  f s(x!, . . .  , x s,t)  d3v i . . .  d3vs. (11.25) 
Na aproximação independente dos gradientes de p e ß,  obtemos: 
n s( r j , . . . ,  r s, t) =  ( —) Sfl£(r12, . . . ,  r s_ls|r!, t)
x771 7
, / P i \ * ôâl2(r i2»---«r *-i«lr 1i t ) pA^rj,*) 1 i /tl ^
+ W  m  —  W * ' ( n i )
sendo g®(r\2i ■ • ■, ?"s-is|r i) t) a função de correlação entre s partículas no 
equilíbrio uniforme com a densidade p\ e a tem peratura T\.
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V  —  O M O DELO  ISO TÉR M IC O
12. A C ond ição  de C o rre lação  p a ra  a  P re ssão
Admitimos o caroço de correlação para a pressão na forma
i  3
K 2 {r i,  T2, v i, V2, t) =  A(ri2\ri, t) m [vi2- r^ ]  U'(r\2) ( — C{ +  — C{),
r 12 ri2
( 12.1)
de tal maneira que a condição de correlação para a maximização da entropia 
seja
cafo*) =  í  A{ri2\ v ^ t ) m [ v i r ^n\U'{rn )C— C i +  — C \)J r\% ri2
x ô ( t i  -  r) f 2(T1 , r 2,'Vi,'V2, t)  d3r 1d3r2d3v1d3V2 ( l 2-2)
em que .^(r^lr i ,  í) é uma função analítica em r j  e t.
Desprezando os termos de ordem superior à primeira potência de na 
expansão em série da exponencial na equação (11.13), expressamos a função 
de distribuição FpfE como a soma de duas parcelas:
F g *  =  -  F lfE £  £  r„, v . .  v 6, t)
0=1 6=1 K 
byáa
=  Fh E—Fh E £  £  K U l a' t] A(rA \ra, t) m [.„»• r«*] V ( r A ) (
a ^ í t ^  k  r ob Tab
(12.3)
Conseqüentemente, podemos expressar as funções de distribuição parciais f s 
definidas pela equação (2.1) como a soma de duas parcelas:
/ ,  =  / ,  +  A /a, (12.4)
em que f s são as funções (11.24) e A f s são as funções 
A / s( r1). . . , r s, v i , . . . , v S)t)
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[ F i f E j : f : ^ ^ K í ( t . , T b, v . lVI>, t ) d r N.
\IV S). J a—1 6=1 ^
byáa
=  -  n i r r - ü  Í ^ E ê  £  j4<r “‘ lr “’() m tv “ - r <*l{l\ S). J a—1 6=1 K
b^a
X U'(rab) ( ^ C i ) d r N. s. (12.5)
rab
Também podemos expressar as densidades parciais ns definidas pela equação
(2.8) como a soma
Tlg íla “1“ (12.6)
em que ns são as funções (11.25) e A ns são as funções
A n s( r i , . . .  , r s,t) =  A(rab|r0, t ) m [v^- r^ ]
l-íV — j  a=16=1 k
b̂ ía
X U'(rab) ( ) driv_s d%  . . .  d3t;s. (12.7)
^aò ôò
No apêndice A l, determinamos os acréscimos às funções de distribuição 
parciais A / i  e A /2 que aparecem nas equações de balanço obtidas na seção
10. Assim, obtemos o acréscimo A f i  na forma
A / i í r j .V i . t )
OO
=  /m i Ac2^ 1’^  y ~  fcTi J A (r i2 \ri,t) U'(r12)g%(r12\ru t ) r f 2 dr12
m 1 0
OO
+ éy J A ( r 12 |ri, t) í / '( r i2) áS(ri2|ri, t) r 32 d n 2 
0
~ 00




X J  jS s ( r i 2 , \ / r n  +  2r12r 23cos# +  rf3, r 23|n , t) sen# d# r j2 dr,2 r 23 <Jr23
( 12.8)
Expressamos a densidade de massa p como
p =  p +  &p, (12.9)
sendo o acréscimo Ap(r, t) definido pela fórmula
A p (r, t) =  J m  A  / i ( r ,  v, t) d3v.
Multiplicando a equação (12.8) por mô( r i  — r) e integrando em r i  e v j, 
obtemos:
Ap(r, t) =  Ac2 r̂ ’^  Y m k T [ J ^ ^ ri2lr ’ ^  í//(r’12) ^2(r i2k, t) r \2 dr 12
o
_  OO
+£-7r J A (r23|r, t) U'(r23) 
0
X I I ^ ^ ri2’ \ / r i2 +  2r12r 23 COS 6> 4- r | 3, r 23|r, t) senB dê r \2 dr12 r23 dr23 ]. 
o o
(12.10)
Obtemos o acréscimo A f 2 como 
A /2(ri,r2)V i,v2>t)
=  {A(r12|n , t)m  [C12-r12] £f'(ria) ( ^ C Í 2+ — Cj2) W m 2 $ ( r i2|r,, *)fc l r 12 r 12
+  / A (n3 |ri, t) m [Ci3- r^ ]  {/'(ris) ( —  C {3 +  — C\3 )
J r i3 r 13
xfMlfM2fM3Õ3(r 12, 7*13, ^23̂ 1, t) d3r3d?C3
Í 3
+  í A(r23|r!, t) m [C23- r23] U'(r23) ( —  C23 +  —  C\3 )
J r23 r 23
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+ÍM 1ÍM2 ( —) kTi' m '
x J -4(n>4|ri, t ) W (ru) ã2(ri2, r I3, r23, r u , r 24, r ^ r , ,  í) dsr,d3rt },
(1211)
Integrando a equação (12.11) em C i e C 2, obtemos o acréscimo à densidade 
de pares de partículas :
AÜ2(ri, r 2, t) =  02̂  1- - { 2( —) kT\ A(r i2\ri, t) U \ r i 2) 12 12 <?2(r i2|r i, t ) 
k K xm / ri 2
_ 00
+ 2 * ( ^ f k T 1 [ôij j A ( r 13\Tl t t) U'(r 13)
0
7r
, r 13, \Jt\<i -  2r 12r  13 cos 0 +  r?3|r!, t) sen39 d9 rf3 d r13
0
i  j  00
 J ^ ( r 13|r l) í) ^ ( ^ 13)
r *2 0
7T
x J ^ ( r 12, r 13, yJr\2 -  2 n 2r i3 cos 9 4- rf3|r i, t) sen0(l -  3cos20) d 0 r33dri3 
0
_  OO
+ 2 tt( ^ f k T ,  [ôij J A (r23|r i , t) U'(r23)
0
7r __________________
x / a í (  r i2, y r ?2 +  2r 12̂ 23 cos 0 4- r f3, r 23|ri, í) sen30 d9 r | 3 d r23 
0
OO
^ A ( r 23|r i,í)  U'(r23)
f M \ f  M i f M Z  Qs ÍT  12> ^ 1 3 , r 23 |r l)  t )  d 3r 3d 3C 3
„i A  00M2M2




Jg%(r12, \Jr\2 4- 2r 12r 23 cos 0 4- r | 3) r 23|r i ,  t) sen0( l  -  3 cos2 0) d9 r\3 dr23
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~ oo
+ 7r ( £ ) 4fcr1 [<5ij j A ( r u \ru t) U'(rM )
/ / / / * - .  r \3, r 23 , r*u , r 24, r 34|ri, t) sen39 d9 senx d \  d<f> r \3 dr23 r 34 dr34
OO OO 27T 7T 7T
j A i r z ^ T ^ t )  U '(r34)  J J J^12̂ 12
1̂2 0 0 0 0 0
xsen# ( 1  — 3 cos2 9) d9 senx d \  d4> r\3 d r23 ̂ 34 dr34 j j ,  (12.12)
sendo r\3, r*u  e r%4 as funções
r*
r \3 =  ^ /r?2 -  2r12r 23 cos x 4 - r | 3, (12.13a)
r *4 =  J r |4sen2é> 4- (r34 cos 0 4- r 12)2 -  2r 34r 23sen^ cos <£senx
—2 (7-54 cos 0 4- r i 2)r23 cos x 4- r 23]  ̂ > (12.136)
11/2
=  ĵ r*34 — 2r34r 23sen0 cos <j)senx — 2r34r 23 cos 9 cos X +  r 23 ] • (12.13c)24
Obtemos o acréscimo a função de distribuição de três partículas como
=  ^ C2̂ 1’  ̂|  A (ri2|ri, í) 77i [C12- r j2] U '(r32) ( ^ & í 2 +  ^ ^ 1 2  )
A /3(ri, r 2, r 3, v i, v 2) v 3, í)
!J2
k N  —-  ̂ r j2  — rj2
x / m i/ m2/m3 03(r 12> r 13> ^23^1, <)
+ ^ (^ i3 |r i , í) ra [Ci3- r 13] U'(ri3) ( —  C{3 4- ” ^ 13 )
Y13 r 13
X /Ml /m 2 I m3 03 (r  121 r  131 r 231 r  1 , í )
+ i4(r23|r i,  í) 771 [C23- r 23] U'(r23) ( ~ ^ C 23 H C23)
r23 r23
x /mi/m2/m3 53(^12, ^13, í"23|ri, í)
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2 J
4- /A (ru |r i ,  t) m [C^- r^ ] U'(ru) ( —  Cj4 +  — Cj4)
J f 14 r 14
xfMlfM2fM3fM4 04^12, ^13, 2̂3, T14, 2̂4, ^34^1, t) d^ T ^ C i
i  3
+  f  A (r24| r 2, í) m  [C24- r 24] í / ' ( r 24) ( 4- —  C^4 )
J r24 r 24
X fMlfM2ÍM3f M4$l(.r 12, r 13i r23,r U, r 24> r34|r l) *) d3r^d3Cii
i  3
+  íA(rto\vz, t) m [C34- r 34] U'(r34) ( — C34 4- —  C34)
7 r 34 r 34
XfMlfM2fM3fM4$l(r 12,r 13, r 23> r 14> r 24> r34|r li *) d^r^C ^
+ 1 f  A (r45| r i ,  t )  m  [045- r 45] ^ 45) ( — C Í  +  —  )2 7 r 45 r45
X/m i/m 2/m 3/m 4/m 5 5 s(r i2, • • •, r 45|ri, t) d3rAd 3rbd3C^d3Ch }. (12.14)
Finalmente, obtemos a densidade de trincas de partículas como a soma
^3 =  d 3 +  A n3, (12.15)
em que n3 é a função (11.26) para s =  3,
«3( r i , r 2, r s,t)
^  , í P i \ 39g3(ri2,r i3,r23\ri,t) rAe( r i , t )  1 ] 
=  ( - )  SJ( r » , r 1„ r * | r „ í )  +  ( - )  ----------- ^ ----------- [— —  -  —  j.
(12.16)
e A n3 é a função obtida pela integração de (12.14) em C i, C 2 e C 3: 
A n3( r i , r 2, r 3,í)
=  Ac2^ ~ ~ ( ~ ) 3fc:ri [2 A (r12|r ! ,í)  17'(ri2) Â^(n2,^ 3 ,^23|ri,í)k L r i2
+ 2  A ( r13|r i ,  t) í / ' ( r 13) 03(^12, r 13, »*23^ 1, í)
1̂3
+ 2 A ( r 23\ru t) U \r 23) Tĵ -  f)Í(ri2, r 13, r 23\TUt)
r 23
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+ 2 m I A(ri4lri’ ^ U'(ru) ^ n2’'- ‘ ’ r34*ri’ ̂  ^
+ 2 ê l  J A ( r u \ r u  t) U'(r24) ^  s2(r12, . . . ,  r * ^ ,  t) d3r4
+ 2— í A (rM|ri, t) tf '( r« )  â£(r i2, • • •, r ^ r i ,  t) d3u
m J  r34
( à y  ÍAiruIrut)  ^  Í l ( m ,  *) * A -  (1217)+
13. A s E quações C o n s titu tiv a s
Vamos expressar em função dos multiplicadores de Lagrange as grandezas 
que ocorrem nas equações de balanço e que não se anulam na aproximação 
linear. Encontramos a partir das equações (12.9) e (12.10) a seguinte ex­
pressão para a densidade p:
p =  p +  Ap,  (13.1)
sendo Ap a função
• i . ^  OO
A p (r , t ) = ---- °2-jç~-----3~ 771 ^  [ J ^ ( r i2lr ’ ^  ^ ( r 12) 02(r 12|r ) *) r12 r̂ 12
0
OO
H 7T [ A(r23|r,t) Í7 (7 2 3 )
m 7 0
00 7r
X / / 53(^12, i/ r ?2 +  2r-i2̂ 23 cos 0 -t- r | 3, r 23|r, t) sen0 dé» r ?2 d r12 r f3 dr23
(13.2)
Substituindo nas equações (11.18) e (A1.5) a expressão (13.1), na mesma 
aproximação obtemos a função de distribuição de uma partícula na forma
/ i ( r ,  v, í) =  / « ( r ,  v, t) [ 1 +  t f P ( C )
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, /A < «(r,t) , ri,r  1 rAe(r,í) 1 i lA “ ( r , í ) ,  
+ ( — T ~  + 6  t i l —  k f .  +  3 jfc J
+ A^ (- —  y  £  / A ( r 12|r, í) U'(rn ) S?(n2|r, t) r j2 dra  )  kT H%>(C) ],
(13.3)
em que / ^ ( r ,  v, í) é a função de distribuição maxwelliana
„ / \ P { m \ 3/2 m°2 /.«,/ « ( r , v , í ) = - ( 2S ? ) e - T  (13.4)
e 9^(t\2\ î t) é a função de correlação radial no equilíbrio uniforme com a 
densidade p(r,t)  e a tem peratura T(r, t). Multiplicando a equação (13.3) 
por C l e integrando em C, obtemos a condição
A í(r ,t)  =  0 (13.5)
equivalente à condição (11.26). Multiplicando a equação (13.3) por m C íCJÍ
e integrando em C, obtemos o tensor cinético de pressão na forma
p« =  p«í> +  ( L  kT +  p ) 6ij , (13.6)
m
sendo — |<5y phk a função
P(ij)(r,t)
=  - 2 — (kT)2 [ Ap Ac2-^ ’- ^^  / A (r12|r, t) t f '( r12) p2( n 2|r, í) r *2 d r12
772 L AC AC O 772 J0
(13.7a)
e a função
. /_ " 'V tV *  f 1 r A«(r >t ) 1 1 1A? M )  A g(r, í) 4tt
P( r )í} — ^ ( ' l  2 L fc-  _  fcT J 3 fc-------------- 9“ m
OO
x j A ( r 12\r,t) U'(r12) g%(r12\T,t)r3n drn  }• (13.76)
o
Assim, expressamos a função de distribuição de uma partícula como
/ i ( r ,v , í )  =  / «  [ l  +  2̂ j ( f,W> +Í<Í*’ ) ÍÍ-?)(C)]- (13-8)
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O tensor potencial de pressão pfi definido pela equação (10.11 ) pode ser 
expresso como
i
pYjfr, t) =  - ^ J U ' ( r n ) J n 2(r -  Ç r12, r  -  í r 12 +  r J2, t) d(  d3r n
- -\ Ju'(r̂ r- ^  / £  f í H 2' r+r'2't] *  érn 
— \ í  c/,(r,2) r̂ t  5  õ r n j f  ■(“ r‘2’ r+ri2’() * ^ 2
1 r .rUri? r , .x 1 d n 2( r , r  +  r 12,t)  , i j3„
=  -  -  J  U (r 12) [n 2(r, r  +  r 12, t) -  -  t 12-----------^ ---------- +  •••]<* r 12.
Na aproximação linear, o tensor potencial de pressão é a soma
$  =  +  Ayg, (13.9)
sendo e Apu as funções
pg(r> t) =  - i  I u \ r 12) r̂ ^ - f i 2(T, r  4- r 12, t) d3r 12, (13.10a)
A p$r , t )  =  Arâ2( r , r  +  r 12, í ) d 3r 12. (13.106)
Substituindo na equação (13.10a) a densidade n<i pela fórmula (11.23) e de­
pois substituindo a densidade p pela formula (13.1), na mesma aproximaçao 
obtemos:
oo
t) = ~ Y ÔÍj (m)2 / U,(ru) ̂ (ri2,r’í} r'2 dVl2 
0
oo
J l .  [ 2 - £ j  f  U'(r12) r f ( r 12|r, t) rs12 dr12




S u b s t itu in d o  n a  e q u a ç ã o  (1 3 .1 0 6 )  o  a c r é sc im o  A n 2 p e la  fó r m u la  (1 2 .1 2 )  e  d e­
p o is  s u b s t itu in d o  a  d e n s id a d e  p  p e la  fó r m u la  ( 1 3 .1 ) ,  n a  m e s m a  a p r o x im a ç ã o  
o b te m o s :
l i OO





A c2^ !- -  ( £ ) 2 fcr  f A ( r w \r ,  t )  \ u ' { r 12) ^  g Q2{ r l2 |r , t )  r \ 2 d r l2
0
» I \  9  OO OO
 ^  ( m ) 3fcT / ^ ,(ri2) ^
0 0
7T_______________________ _____ _______________________________________
J 53 (^ 12, f i 3 ,  \ J f \ 2  ~  2 r i2 r i3 < » s 0  +  r f 3 |r , t )  se n 0  ( l + s e n 20) d 9  r 33 d r 13 r 32 d r i2 
0
+ A | M  1 6 ^  J A (ris|ri () ^
0 0
7r_______________________ __ ________________
X J 9 3 Ír  12) r !3, \A *i2 -  2 r 12r 13 c o s  0 +  r?3 |r , í )  s e n 0 ( l - 3  c o s 2 0) dB r \ 3 d r 13 r \ 2 d r 12 
0
_  Aff  ^  ^ y kTju '(r12) fAÇr^t) U\r3A)
m 0 0
0 0  27T 7T 7T
J J I I 9 ° ^ r i 2 ' r 3̂’r23’ r i 4 ’ r 24’ r 3 4 k , t )  s e n 0 ( l  -|- s e n 2(9) d0X
õ õ õ ô
x  s e n x  d<j> r 23 d r 23 r | 4 d r34 r 32 d r 12
A £ ( r ,  í )  4 tt2 /  p  n 4
(m)4fcr / t//(ri2) ^'(»*34)fc 15
u
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O o27T 7T 7T
X
õ D D õ
„2 7 3 7 3
O Z7 1 
I I I I 9*(Vl2,r*13,r23-r Í4>r 24.r 34|r,t) sen0(l -  3 cos2 6 ) d6
xsenx dx d(j>r23 d r ^ r ^ d r ^ r ^  dr32. (13.116)
Separando o traço do tensor potencial de pressão, obtemos:
rg' =  #  +  5 f’“ *ií. (13.12)
sendo pjj^ =  p$ -  1 pffi 6 lj e pffi as funções
P i ^ M )  =  - Ac2 ^  ( £ ) 2fcr ( j A (r i2\r,t) [U'(rn j\ 2 g%(r12\r, t)r$2 dr12
'o
oo oo
- 27T J U'(r12) J A (n3|r, t) U'(r13)
o o
7T _____________________
x J 9 3ÍT12, ^13, ^ 1 2  -  2r12n 3 cos0 +  r?3|r, t) s e n 0 (l-3  cos2 9) d9 r 33 dr l3 r 32 dr12 
0
OO OO
( m ) 2 I U'̂ Vl̂  I Á(r3*\T' *) U'(r34)
0 0
Oo27T 7T 7T
X I I I / ^ ( r i2’r i3’ r 23> r i4> r 24» r 34|r, t) sen0(l -  3 cos2 9) d9 
0 0 0 0
x senx dx d<j> r 23 dr23 r |4 dr34 dr12 (13.13a)
OO
Puk(r, í) =  - 2 ir ( £ - ) 2 J u ' ( n 2) tf£(r12|r, t) r42 dn2
0
00
- 2 ir [ 2 -—Z íU '(r12) S2( r i2|r, t) r \2 dr12
1 771 Jo
+ o 7 í / > j 2) M ( D i M ) r?2dri2] A ,
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n /  P \ 2[ Ae( r , í j  1 ] f TT„_ , dg%(r12\r,t) _3 ^
- 2* U l  — k KT J J  U ( r ,2 )------W -------ri2 ^
T  ( m ) 2fcr í / ' 4 ^ 12̂ ’^  [l , ,(r i2)]292(r i2lr , ’■) r «  * ' 1 2
m '0
oo oo




J 9Í(.rn  , r 13, \Jr\2 -  2r 12r i3 cos 0 +  rf3|r, í) sen0 d0 r \3 dr i3 r j2 d r12
OO OO
+7r (m)2 / C//(7'12) / j4(r34lr’ *) U'(r34)
771 0 0
0 0  27T 7T 7T
x I I I / P4(ri2’r i3’r23> r Í4»r 24>r M M )sen0d0
0 0 0 0
x senx dx d<t> rf3 dr23 rf4 dr34 r?2d r12^ , (13.136)
sendo r j3, r 44 e r 24 as funções (12.13).
Somando os tensores (13.6) e (13.12), expressamos o tensor pressão P ÍJ 
definido pela equação (10.8) na forma
piá =  p{iò) +  ( p +  n ) 6i j , (13.14)
em que a parte sem traço do tensor pressão é
p  <ij> =  p M  +  p<v) f (13.15a)
a pressão hidrostática p é dada pela equação de estado
00
P =  ~ k T  -  ( —) 2 í U'(ri2) ^2(r i2|r, t) r\2 dr12 (13.156)
m 3 'r r i ' J0
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e a pressão dinâmica II é
n  =  P +  \ v u k +  ( — ) 2 Í u '(r n)  0 ^ 12  |r, t) rJ2 d r12. (13.15c)ó 6 xm / J0
A densidade de energia interna pe definida pela equação (10.12) adquire 
a expressão
pe =  ^ ( — kT  +  p ) +  Aipe 4- A 2pe, (13.16)
l  771
sendo A ipe e A 2pe as funções
A ip e ( r , i )=  ^ J u ( r 12) n 2(T1 ,T2, t ) 6 (T1 - r ) d 3r 1d3r 2, (13.17a)
A 2pe(r, t) =  ^ J u ( r12) A n 2( r 1; r 2, t) <5(rj -  r) d3r l d3r2. (13.176)
Substituindo na equação (13.17a) a densidade n2 pela fórmula (11.23) e de­
pois substituindo a densidade p pela fórmula (13.1), na aproximação linear 
obtemos:
OO
A ipe(r, t) =  2ir (£•)* J U ( rJ2) p2( r12|r, t) r 22 dr12
0
+  [47r m* f U(ri2  ̂^ ( r i2lr > í) r i2 dri2+27T (£ -)2 J U ( r 12) r *2 drn  ]Ap
m 0 0
* < • &
0
Substituindo na equação (13.176) o acréscimo A n 2 pela fórmula (12.12) e de­
pois substituindo a densidade p pela fórmula (13.1), na mesma aproximação 
obtemos:
A 2pe(r, t) =  J U(r u)  ^ ( r i2|r ,í)  U \ r n ) p2( r12|r ,í)  r\2 dr l2
0
00 00






X J  9%(r12 , r 13, yjrj2 -  2r i2r i 3 c o s0 +  r f3|r, í) sen0 r 33 drn r \2 dr12
oo oo
+7r(m)2 / ^ r̂i2  ̂/ A^34lr’ ̂  í/,(r34)
0 0  27T 7T 7T
X
õ õ õ ô
I I I 1 5^ ri2’ r i3’r23’ r i4> r 24- r 34|r, t) sen0d6 senxd\d4> r\3dr2Z r ^ d r u  r\2dr l2
(13.186)
sendo r i3> r i4 e r 24 as funções (12.13).
Para determinarmos a tem peratura T  em função dos multiplicadores de 
Lagrange de tal maneira que a equação de Gibbs seja satisfeita na aprox­
imação linear, devemos impor a condição adicional que a densidade de energia 
interna pe seja a própria densidade de energia no equilíbrio termodinâmico:
OO
pe =  \ - k T - \-2 t t ( — ) 2 f u ( r i 2)g l ( rn \r , t ) r \ 2 dri2. (13.19)
2 m vm Jo
Assim, resulta das equações (13.16) e (13.19) a igualdade
OO
^p  +  A !pe +  A 2pe =  2tt (£-)2 J U ( r 12) g2(rl2\r, t) r \2 dr12 (13.20)
0
que determina implicitamente a diferença ^  ^  em função de A£fc e .
Substituindo na definição (10.13) do fluxo de calor Q% as expressões para 
f i  e Í 2 tiradas de (13.8), (11.22) e (A l.8), na aproximação linear encontramos 
o resultado esperado, a saber, no modelo isotérmico o fluxo de calor é nulo,
Q* =  0. (13.21)
Conforme o cálculo que está no apêndice A2, o termo colisional 
definido pela equação (10.19) tem  a forma:
R iiu  t) _  _  [ 7 ^ ( r .  t) +  10 A ff(r.i)  ^ , 1 6 ^ ?  ^  3/2




X {fA(  n 2 |r ,í)  [t/'(ri2)] 9%(rn \T , t )  r \ 2 d r n  
)
OO OO




J ^3(^12, ^ 13) \fr i2 -  2 r12r 13cos0 4- rf3|r, i) sen0 cos 0 d9 r \3 dr13 r \2 dr12 }.
(13.22)
Na aproximação linear, devem ser considerados somente os três últimos 
termos no lado direito da equação (10.20), quais sejam,
A Í j
s f  ( r ,í)  =  / v 12- - — [U'(r12) ( — C Í+ — C j)] /2( r , r + r 12) v j, v 2,í)  d ^ v ^ v ^ r ^ ,  
J d r12 vr 12 r \2 '
(13.23)
S%(r, t )  =  — /[ t/ '( r i2)]2^ Ç ^  n 2(r, r  +  r 12, í) d?r12, (13.24)
m  J r12
1 i 3 7 t
S f  (r, t) =  -  íU'(r 12)U'(rl3) ( ^ ^ ) n (r  r + r ,2) r4 .ri3) t ) d3r 13d3r 12. 
m j  ' r 1 2 r 13 r 12 r 13 >
(13.25)
Conforme o cálculo no apêndice A3, temos:
S f  =  S\j +  AS\j , (13.26)
sendo S\J a função
s ; j ( r , t ) =  J [ í / " ( r i2) + 2 ^ ) ] s » ( r12| r , í ) r ; 2<ír12
^ jk T S '1 í\U"(r 12) +  2 ÍLÍüiil 1 9“(r12|r,t)r?2<ir12
3 m’* J L ri2 J0
OO / v
T ~  "~3 fcT A P è%3 í [  U " ( r v )  +  2 ---- ] 02(r i2 |r, t )  r \2 dr123 m ó J L ri2 J
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1Ö7r p2 fbT\2I l  1 1 I 1 Aj f  (r > *) ! 6ij
- T ^ { k T ) \ 2 1~  ^ J  +  3 fc r
J[u'\rn) + 2 Û12~ ] ö£(r12|r, O dri2OOX 
Õ
_  5 :  Z  fcT [ -  - L 11» 7\ U’\ r a ) +  2 ^ 1 Ä l i ! )  r?2 dri2
3 m 3 L k kT* H  K r 12 J dß
(13.27)
 
e sendo A  S \3 a função 
A 5 ? '(r ,t)
_  A ^ r . t )  16tt p2 s , U'(r u)
k 15 mz
(kT)2 ( f \ 9 U"(r12)-\ I U'(rn ) A (r12|r, t ) p2( r12|r, t) r\2 drn
3 V /  W L r 12 J
+ T  m { 2 / [  C,”(r’2) + 2 n T  Í / /' (r,s|r’() t',(ri3)
f 3S(r12, r 13, yV?2 -  2n 2r 13 cos # +  rf3|r, t) sen3# dit r\3drn r\2 drn
0
OO !  * \  CX3
-  J [ zU " (r 12) -  U ] j A ( r 13\r,t) U'(r13)
J 93(^12, r i3, \Jr\2 -  2 r12r 13cos0 +  rf3|r, t) sen 0 (l-3 co s2 0) d9 r\z dr13r 22 dr l2 } 
0
OO _  /  \
- « ■ ( ^ " / [ ( / " ( r . 2) -  - 7 ^ ]  / - ‘K '-m M ) P '( r« )
0 0
OO 27T 7T 7T
* I I I ß (r'2' r \3, r23, r*u , r£4, r 34|r, t) sen0(l -  3 cos2 9)dß 
0 0 0 0





A ^ r ,  t) 16tt p2 / \2
o J k T )  ôij 
k 9 m 3 '  '
3 U"(r 12) 4- 2 U ^ 12'~ 1 í / '( r 12) A (r12|r, t) í?2(ri2|r, t) r 32 d n 2
r 12
OO00 v w
+,r m { 4 / t ' - ' ”(ri2) +  2 ] / A (ri3 |r’ () C' ' ( r n>
/a S (  r 12, r 13, ^ r \2 -  2r 12r J3 cos 0 4- r?3|r, t) sen30 d0 r 33 d r13 rf2 d r12 
0
°° JJf ( \ °°
-  y | 3 t /" ( r i2) +  j A ( r 13 \r,t) U'(r13)
7r _________________
Jffü(r 12) r 13, -  2r 12r 13 cos 9 +  rf3|r, í) sen 0 (l-3  cos2 0) d0 r \3 dr i3 r \2 dr12 }
0
00 rr// 00




Oo 27T 7T 7T4/1 1 /I \
XJ J J J 54(^12, r j3, r 23, r j4, r 24, r 34|r, t) sen0 d9 sen*dx d<f> r \3dr23 r | 4dr34 r 22d r12j ,
0 0 0 0 '
(13.28)
em que r j3, r ][4 e r 4̂ são as funções (A3.8).
Conforme o cálculo no apêndice A3, temos:
S% =  S l2j  +  A (13.29)
sendo §2  a função
2 °° Q
^ ( r ,  í) =  y  £ 3  6ij J[U'(rn )}2 g2(r12\r, t ) r ?2 d r12 4- y  A p $ y
0
{ 2 ^ j  y [ í / /( n 2)]2p2(r i2| r , í ) r f 2d ri2 -|- J[U'(rn)]2 r j2 rfrj2 Jx
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8 »  £_  r A . M )  _  J _  |  «  7 [ t ; , ( ) ] 2 « £ § ( ^ M  r ?  * .  ( 1 S .3 0 )
+  3 m 3 L fc fcT J J 1 K n d/3
e sendo A S 2 a função
AS?'(r, t) =  A^ >,(—  ^  4  fcr (  2 / [ í / '(n 2)]3 A (r12|r, t) ^ ( r 12|r, t) r 32 d r12
rC IO  TTL y  ^
OO oo
-4 tt  J [ U \ r 12) } 2 J A (r13|r, t) U'(r13)
0 o
7r_____________ _̂__________________
x J 5 3 (^ 1 2 5  ^ 13? \ / r ?2 “  2 r 12r 13 c o s 0 4- ^ 1 3 | r i ? í)  s e n 0 ( l—3 cos2 9) d 9 r 13 d r ^ r ^  dryi  
0
OO OO OO 27T 7T 7T
- 7r ( —) 2 /[{ / '( r i2)]2 f A(r3t \ r i , t )  U'(r34)  j  í J 4 ° ( n 2, ^ 3, r 23, r í4, r£4, í)
m 0 0 0 0 0 0
x sen0 (1 — 3 cos2 9) d9 senx dx d4> r\3 dr23 dr^ r \2 dr\2 ^
r ^ ^ - 4 fc r^  Í  /  [ ^ '( r 12)] 3 A(r 12 lr ) )̂ 02(r 12|r i )̂ »*12^12
Z y  772/ y  J
oo oo
+4tt £• J [t//( r i2)]2 J A (r13|r, t) U'(rl3)
A“ (
x J 93Ír 12) r i3) \Zr i2 — 2r i2r i 3cos0 +  ^13^ 1, t ) sen0 d9r\3 dr\3 r \2 dr\2 
0
OO OO 00  27T 7T 7T
( “ ) 2 / K ( r w)]2 / A(r 34|r i , í )  tf'(rs4) J J J j 9°Ár12,r*13, r 23,r*u ,r*u , ru \ru t) 
171 0 0 0 0 0 0
x sen0 d0 sen% dx d(j> r |3 d r23 Hj4 ^34 r ?2 ^12 ^ » (13.31)
em que r j3, r\± e r 24 são as funções (12.13).
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Conforme o cálculo no apêndice A3, o termo colisional S3 também é a 
soma de duas parcelas:
S f  =  S$  +  A S$,  (13.32)
sendo S3 a função
2 3  00 00
S ? ( r . í )  =  - f -  £ 1  í«  / » ' M  M r » )
0 0
7T
x J 03(r i2, H3, \/^i2 “  2ri2r i3cos^ +  r?3|r, t ) sen0 cos 9 d9 r f3 d n 3 r 22 dr12 
0
2 00 00
+ 167T2 A p <5* J U \ r  12) íU '(r13)
171 0 0
7T
j 9%{r\2, r i3, yjr\2 -  2 r n ri3 cos 0 +  r?3|r, t) sen0 cos 0 d0 r 23 d n 3 r \2 dr12
OO OO
A p ô *  J u ’{rl2) f u ' ( r 13)
0 0
/•d ^ (r12)r 13, ^ 1 2  “  2 r 12r 1 3 cos6 + r l 3 \r,t)










.2  . 3  . . .  ^ 0 0  00
0





f 0 g r1 r , */ j - z tf i | r j
/ ---------------------------—--------------------------- sen0 cos 0 d0 r \3 ar 13 r \2 dr\%.
0
(13.33) 
e sendo A S3 a função
A S « (r ,t)  =  A‘y-fc- ~  *T { 8 j W u )
 ̂ 0 0 
7r __________________
x J 0s(r  12, 13) v r̂ i2 _  2r 12r 13cos0 +  r?3|r, í) sen0 cos 0 d0 r 23 d r23 r \2 dr12
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oo oo _________________________ ______
+2 J u ' ( r 12) J  U'(r13) A(yJr ?2 — 2r l2r 13 cos# 4- r\z |r, t)
u '(\/r 12 -  2r i2r i 3 cos # 4- r?3) J t~------
 ,V ■ - -=— / #3(^12, n s , V r22 -  2r i2r i3 cos # 4- r fs |r, t)
^ r f 2 -  2r 12r i3 cos 6 +  rj3 {
x [2 ( r i2 +  r i3 ) cos  ̂~  r i 2̂ i3 (  3 +  cos2 # ) ] sen# d# r \z dr 13 r 22 d rJ2
OO OO o o
+2 ~  J u '(r ^) J u ' ( r i3) J A (r u \ r , t )  U'(ru )
0 0 0
/ / / Ö°(r  12’r i3’r 23’r i4. r 24>r 34M )  (3  sen# cos <£ sen* cos. *+ 2  cos# cos2* 
— cos # sen2* )  sen# d# dtp sen* d* rf4 d r14 r 23 d r i3 r 22 d rJ2
o o  OO OO





^ '(  Vr 12 -  2r 12̂ 14 cos * +  r?4) 2f } }  0/ m * * i ^x  y /  /  / # 4(r i2, n 3, r 23, r 14, r 24, r 34|r ,i )
y r i2 -  2r 12̂ 14 cos * +  r ?4 j} ÿ 
x 2r22 cos # — r i2r J4 ( 3 sen# cos <p sen* 4- 4 cos # cos * )
+ r i4 ( 3 sen# cos <p sen* cos * +  2 cos # cos2 * — cos # sen2* ) j 
x sen# d# sen* d* dtp r 24 d rJ4 r 23 dr 13 r 22 dr i2
O O O O O O(£)2/t/(ri2) / ̂Vis) J ̂ (^4ö|r,i) U \ r ^ )O O/ 0  \ 2+ \n?V „
0 0
7T OO 27T 7T 27T 7T
X
Õ Õ 0 Õ 0 0
J I I I J  f $ ( r 12, r 13, r 23, r 14, r£4, r ^ ,  r^5, r | 5, r | 5, r 45|r, t) (3 sen#sen</>sen* cos *
0 0 0
+2 cos # cos2 * -c o s  #sen2*)sen#d#d</>senwda>sen*d* r|g dr 45 r 24dri4 r 23d r13 r 22dr121
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A j* (r ,t )  16tr2 p3 {
OO o o





J g l ( r 12, r 13, ^V?2 -  2r 12r 13c o s # 4- r ? 3|r , í)  sen# cos 9 dO r 23 dr13 r\2 drn
4- J u '( r 12) J  U'(r13) A(y/r\2 -  2r12r13 cos 9 4- r f 3|r , í)
X
U'( J r î2 - 2 r 12r13 cos 9 +  rl3) J / - ----------------- T T T i  ^
 /  - - • /  ^ ( r i2, ^13) Vr i2 -  2 r 12r 13 cos 9 4- r f 3|r , t)
yjr \2 -  2r 12r 13 cos 6» 4- r f 3 tf
x [ 2 ( í"i2 +  r i3 ) cos ^ ~  r i2r i3 ( 3 4- cos2 9 ) j sen# d9 r \3 dr i3 r \2 dr i2
OO OO OO




X J J J g % ( r 12, r i 3 , r i s , r u , r u , r 34\T , t )  ( 3  sen# cos <£ senx cosx4-2 cos# cos2x
n \  9 n n
— cos 0 sen X j sen# d9 d(j> senx dx r i4 ^r i4 r i3 ^r i3 r 12 ^r i2
OO OO OO____________________________________________________
4-2 ^  J u ' ( r 12) J u ' ( r 13) j A { ^ r \ 2 -  2r12r u  cosx 4- r?4|r , í)
^ '( ^ 1 2  -  2 r12r 14 cos x  4- r?4) J } }  0, „ +
 ;    - /  /  /  #4(r 12> r 13> r 23> r 14) r 24) r 34lr ’ í)
y  M2 -  2 r12r 14 cos x  4- r f4 tf ^  
x [ 2 r22 cos # — r\2r\4 (  3 sen# cos 4> senx  4- 4  cos # cos x  )
+ r i4 (  S sen^ cos 4> senx 0 0 8  X  4- 2 cos # cos2 x  — cos # sen2x  )] 
x sen# d# senx ^X d(j> r\4 d r j4 r 23 d r i3 r 22 d r i2
OO OO OO
+\(m)2 I U'(ri2) /  ^ (rM) /
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7T OO 2TT 7T 27T 7T
X I I I I I / ^ ( r i 2 , r i 3 > r 5 3 , r 1 4 > r í 4 , r 5 4 > r Í 5 > r í 5 , r J 6 l r 4 5 | r , t ) ( 3 s e n í s e n ^ s e n x o o s x
0 0 0 0 0 0
+2 cos 0 cos2 x —cos 0sen2x)sen#d0d0sen^;dwsenxdx r&dr& 14 r i3̂ r i3 r i2̂ r i2 j
(13.34)
em que r | 3, r j4 e r 34 são as funções (A3.20) e r£3, r£4, r | 4, r^5, r £5 e r |5 são 
as funções (A3.21).
14. A Solução E s ta c io n á r ia  das E quações de  B alanço
Agora estamos em condições de calcular os coeficientes de viscosidade 
volumétrica e de cisalbamento a partir das equações de balanço e das equações 
constitutivas. Vamos encontrar as soluções estacionárias que são válidas na 
aproximação linear. Substituímos na equação de balanço (10.14) a densi­
dade de energia interna pe, o fluxo de calor Q e o tensor pressão P l pelas 
expressões constitutivas (13.19), (13.21) e (13.14). Considerando a equação 
de continuidade (10.5), encontramos a derivada material da tem peratura na
forma: .
- dT dT  2 duk
T  =  ã ? + U *  =  -  I T Q t ^ '  ( 1 4 1 )
sendo Qt  a função
Qt{ r, t) =
x { 1 -  2* ^ - £ p j [ u  (r l2) +  J  u '(.r a)  r l2 ] «“(n z lr, í) r j ,  drn
0
0 r
Em seguida, substituímos na equação de balanço (10.17) o tensor pela
expressão constitutiva (13.6). Considerando novamente a equação de con­
tinuidade (10.5) e a equação (14.1), obtemos o tensor Rlj na forma:
R*  =  2 kT 4- \  6ij ^ - k T (  1 -  Qt ) (14.3)
m dr" 3 m drK
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du^ _  1 / du% dvP \ 1 ̂
3?' )̂ 2 '  '  3 dr^
Comparando (14.3) com a equação constitutiva (13.22) para o termo coli- 
sional Rx\  encontramos a expressão do multiplicador de Lagrange em 
função do gradiente da velocidade do sistema como
A » _ J [ s ™  / j >l _ L * í ÍÍ (144a)
k 56 p  V nkT Q r  dr^ ’
a 4 4 W
k 16 p  V r t T  Q r  3 r* ’ '  '
sendo Q r  o  fator que ocorre entre chaves na equação (13.22).
Na equação de balanço (10.20), somente os termos (13.23), (13.24) e
(13.25) são diferentes de zero na aproximação linear. Assim, a equação se 
reduz à igualdade:
s f  +  Sl2j  +  S$  =  0. (14.5)
Substituindo estes termos pelas expressões constitutivas (13.28), (13.31) e
(13.34), encontramos uma equação linear que relaciona entre si as compo­
nentes dos multiplicadores de Lagrange A^ e A£*. O termo independente dos
*
multiplicadores de Lagrange é nulo, pois coincide com o termo no equilibrio 
termodinâmico com a densidade p =  p(r, t) e a tem peratura T =  T (r, t). 
Assim, vale a condição :





x J s i ( r  12> r i3. yjrli ~  2r 12r 13cos0 +  r\3 |r, t) sen0 cos 0 d0 r \3 dr13 r \2 drn  =  0. 
o
em que é a parte sem traço do gradiente da velocidade do sistema,
(14.6)
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_  £ QSi ~  ^ f Q s 2 ~~ ^ mKT Qs3 ( i  a 7a)
k 5 h  k ’ K ■ j
sendo Qst , Qs2 e Qs3 os fatores de que ocorrem entre os parênteses 
grandes nas equações (13.28), (13.31) e (13.34) e sendo I\ a integral definida 
por
h ~  J [ u " ( r 12) g%(rn\r,t)rl2dr12. (14.8)
Para a parte sem traço dos multiplicadores de Lagrange, vale a relação :
õ
Para o traço, vale a relação :
■̂pk _  QnSi — %\r QnS2 ~  ^ m W  ^c2
k / j  k
sendo QnSi» QttS2 e QnS3 os fatores de que ocorrem entre os parênteses 
grandes nas equações (13.28), (13.31) e (13.34). É interessante notar que 
as equações (14.7) não valem para o potencial de interação coulombiano 
U(r12) ~  ^  , pois
U"(r12) +  2 U (k- 1-  =  0 
r 12
e a integral (14.8) é nula.
Encontramos a expressão do coeficiente de viscosidade de cisalhamento 
quando substituímos a expressão (14.7a) na fórmula (13.7a), a expressão 
(14.4a) na fórmula resultante e na fórmula (13.13a) e por ultimo as fórmulas 
assim obtidas na equação (13.14). Assim, obtemos a expressão da parte sem 
traço do tensor pressão como:
pW >= - ” (149) 
e expressamos o coeficiente de viscosidade de cisalhamento rj na forma:
1 mkT Qv , .
’ - s V — &  (14 10 )
em que
Qsi ~  W Qs2 ~  k mkrrQsíQv =  - Z k T —  &  - -  ^JSL
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oo
+207T — kT f  A(r 12 |r, t) U'(r12) gl(r i2\r, t) r ?2 drn  1 -  4tr — Çy, (14.11) 
m J J mo
sendo Qu o fator entre os parênteses grandes na equação (13.13a).
Resolvendo a equação implícita (13.20) e substituindo o multiplicador de
Lagrange pela expressão (14.76), obtemos a diferença ^  na forma:
(14.12)
k kT 3 v a  k v '
sendo Q& a função
Q a = -------
l j u ( rn ) í á ^ ã ^ dri2 
0771
r ÍÔTT2 9 r / p \ 2  1 1 47T/0 1
* { - — ' 5?[(£) +
£  J A(ril|r, t) U’(r„) «5(rB|r,t)r?2d r12 },
1 171 o
(14.13)
em que Qp e Qe são os fatores entre colchetes nas equações (13.2) e (13.186) 
e I2 é a integral
OO
h  =  J u ( r 12)g%(r12\ r , t ) r l 2 dr12. (14.14)
o
Encontramos a expressão do coeficiente de viscosidade volumétrica quando 
substituímos na equação (13.15c) a função p pela fórmula derivada de (13.20),
A fcfc
a diferença ^  ^  pela expressão (14.12) e o multiplicador de Lagrange -j?-
pela expressão (14.46). Obtemos a pressão dinâmica II na forma:
kduk
n = - ^  (1415>
! o coeficiente de viscosidade volumétrica /x como
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em que
Q“ = " fp  Km)'(2/2 + /s) 1 ^  + £  T ^ (2Í2 + h) QA~ m  (2Ç' + (3-)'
(14.17)
sendo Qp o fator entre os parênteses grandes na equação (13.136) e sendo I3 
a integral
OO
h =  j u ' { r x2)g l ( r 12\T,t)r\2 dri2. (14.18)
0
Os «»eficientes de viscosidade rj e /j. dependem das funções de correlação 
no equilíbrio <73, <73, g® e g® que ocorrem nas integrais de colisão nas equações 
constitutivas. No modelo de Enskog, os coeficientes de transporte dependem 
somente da função de correlação par x  dada pela equação (8.16) [18],[30]. 
A diferença deve-se a esta razão: na equação de Enskog (8.15), a integral 
de colisão recebe contribuições das interações entre apenas duas partículas , 
mas nas equações constitutivas as integrais de colisão recebem contribuições 
de eventos dinâmicos que dependem da interação entre até cinco partículas 
. Ademais, os cálculos que fizemos para obter as equações constitutivas 
esclarecem por que os coeficientes de viscosidade 77 e fx dependem apenas 
das colisões entre no máximo cinco partículas . O motivo é duplo: por 
um lado, nas equações de balanço o termo colisional de ordem superior na 
hierarquia BBGKY, qual seja, o ultimo termo no lado direito da equação 
(10.20), depende somente da densidade de trincas de partículas (10.21) e 
por outro lado, o caroço da condição de correlação (12.1) estabelece cor­
relações entre as posições e as velocidades de apenas duas partículas . Evi­
dentemente, é possível elaborar modelos mais complexos nos quais os termos 
colisionais de ordem superior na hierarquia BBGKY dependem da função 
de distribuição parcial de ordem arbitrária f St (ou da densidade nSl) e os 
caroços das condições de correlação estabelecem correlações entre as posições 
e as velocidades de um número S2 qualquer de partículas . Neste caso, os 
coeficientes de transporte recebem contribuições de eventos dinâmicos que 
envolvem até sj +  S2 partículas e dependem de todas as funções de correlação 
no equilíbrio até <7s1+S2- Portanto, podemos afirmar que embora no equilíbrio 
termodinâmico as expansão virial da equação de estado (13.156) seja deter­
minada apenas pela função de correlação par g%, fora do equilíbrio a expansão 
virial dos coeficientes de tranporte depende de todas as funções de correlação
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V I —  C O N C L U SÃ O
A equação de Boltzmann descreve corretamente a etapa cinética que pre­
cede o regime hidrodinâmico nos sistemas rarefeitos. As equações cinéticas 
generalizadas que são obtidas pelos métodos de Bogoliubov e de Cohen, 
porém, não descrevem corretamente o comportamento dinâmico de sistemas 
densos cujas partículas interagem fortemente. As divergências ocorrem nas 
equações cinéticas generalizadas porque os efeitos das colisões que dão origem 
ao caminho livre médio não estão incluídos na expansão virial. Para incluir os 
efeitos do caminho livre médio, é necessário reagrupar todos os termos da ex­
pansão em série de potências da densidade. Com isto, depois de um tempo da 
ordem de apenas 70 tempos-livres-médios as relações dinâmicas entre prati­
camente todas as partículas que compõem o elemento de volume material 
típico da mecânica do contínuo passam a contribuir para os termos de co­
lisão que aparecem nas equações modificadas. Assim, nas expansões modifi­
cadas dos coeficientes de transporte em potências da densidade do número de 
partículas já  não ocorrem divergências, mas aparecem termos não analíticos 
que não têm  confirmação experimental. Com segurança, podemos afirmar 
apenas que nos sistemas densos de partículas que interagem fortemente não 
existe etapa cinética e o regime hidro dinâmico se instala imediatamente.
O método de maximização da entropia que fundamenta a mecânica es­
tatística dos sistemas em equilíbrio termodinâmico pode ser estendido com 
sucesso para descrever os processos fora do equilíbrio. Mediante uma escolha 
adequada de condições para a maximização da entropia, notadamente, uma 
condição de correlação entre as posições e as velocidades de duas partículas, 
e a adoção de equações de balanço derivadas das equações da hierarquia 
BBGKY, elaboramos um modelo que reproduz o comportamento hidrodinâ- 
mico de um sistema isotérmico newtoniano cuja evolução temporal é descrita 
pelas equações de Navier-Stokes. Diferentemente dos coeficientes de trans­
porte obtidos no modelo de Enskog, os coeficientes de viscosidade volumétrica 
e de cisalhamento que obtivemos dependem não somente das colisões en­
tre duas partículas , mas também das colisões entre três, quatro e cinco 
partículas. Esta dependência é expressa pelas funções de correlação g2, g$, 
04 e 05 que ocorrem nos termos de colisão. Assim, mostramos que, em­
bora no equilíbrio termodinâmico a expansão virial da equação de estado
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seja determinada completamente pela função de correlação par g%, no regime 
hidrodinâmico as demais funções de correlação também contribuem para a 
expansão virial dos coeficientes de transporte. Vamos adiar, porém, a com­
paração detalhada destes resultados com aqueles que derivam da equação de 
Enskog até uma etapa posterior de investigação quando já  esteja elucidada a 
relação existente entre o método que desenvolvemos e o método do operador 
estatístico fora do equilíbrio descrito na literatura [31],[32],[33],[34].
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A P Ê N D IC E
A l.  O C álculo  de A /i  e A /2
A partir da equação (12.5), obtemos a expressão de A /i  como uma soma 
de três parcelas:
A /i( r i ,  v i ,t )  =  A i / i ( r i ,v i , t )  4- A 2/ i ( r i ,  v i ,t )  +  A 3/ i ( r ! ,v i , t ) ,  (A l.l)  
sendo
A i/ i ( r i ,  v j, t) =  -  J ^ l  A (ri2|r i, t) m [v12- r 12] 
x U \ r n ) ( T̂ C {  +  ) ! m J m 2 9 02(ri2 \ri, t) d3r2d3v2, (A1.2a)
r-12 n 2
A 2/ i ( r i ,  v i ,t )  =  -  / Ac2̂ 2'’ ^ 2i | r 2, í )m [v 2r r 2i]
x í / '( r 21) ( ) / m i / m 2 á ( n 2|r i, t) d3r 2d3i>2, (A1.26)
r2\ r2i
A s/iC rj, v l 51) =  -  j Ac2^ - ’— A (r23|r2, t) m [v23- r 23]
2 .7
x t / '( r 23) ( —  +  — C£ ) /Mi/M2/M3P3(n2, n s , r 23| r 1; t) d3r2d3r3d3v2d3V3,
r23 r23
(A l.2c)
em que / m s  ( s  =  1,2,3) são as funções de distribuição maxwellianas no ponto 
r i:
j  t *\ p(ti»É) r m i 3/2
No cálculo do primeiro termo, mudamos as variáveis de integração para r i 2 e 
C 2, integramos na parte angular de r i 2 e depois integramos em C 2- Assim:
A /i( r i ,  v i, t) =  - Ac2^ 1’ -̂ J A (r12|r i, t) m  [C w  r M]
x í / '( n 2) ( —  C\  4- — C j ) / W,/M 2 0jj(r12|r i ,t) d3r 1 2 d3C2 
rj 2 ^2
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—  c2 f  A, i ^  2lTrjrJ A ( r 12| r i , t) m — U'(ri2) ( C\2C{ +  ^ 12^ 1 )
k
~0 /_  1 i \  j 3
— ------------  772,
x ÍmiÍM2 02 0"l2 |r  1, t) r J2 dr*i2 d C2 
A 00
CJCÍ y ^ / a /1 J  A(rn \r^t) U'(r 12) 02(^12^ 1, í ) r 32d r12.
0
(A1.4a)
No cálculo do segundo termo, procedendo da mesma maneira, obtemos:
A >/ . ( r 1, V | , t ) = ^ " t) f A ( r l2\U , t ) m [ C a  t l2] U X m ) ( r- ^ C Í  +  ,Í í C i )
k J r, 2 ri2
A£(ri>*) / ^ I |ri, i)  i ^ 12- r 1 j u yr12 \,
i2 r 1
XÍM1ÍM2 0̂ (»"i2|ri, í) d3r12 d3C2
A ã ( n .í )  , .x 2tt—  c2 J A(rn |n ,  í) m -^U'(r \2) ( CJ2C^ +  CÍ2C^ )
k
xfMifM2 92(ri2 \r1 , t ) r l 2 dr1 2 d3C2
=  Aca^ 1,t?. ÍMi y  j A ( r 12\n , t )  U'(r12) p j^ u lri, í) r32 dr12.
° (A1.46)
No cálculo do terceiro termo, mudamos as variáveis de integração para ri2, 
r23, C 2 e C3, integramos na parte angular de rj2 adotando como eixo z a 
direção do vetor r23, depois integramos na parte angular de r23 e por fim 
integramos em C 2 e C 3 .  Assim:
A 3/i(r i, vj, t) =  - Ac2^ 1’^ í A(r23|ri, t) m  [C23- r23] U'(r23) ( ^ C | + — C2 )
k J r2 3 r23
Aã ( r l»É) _ irr/A.
r 23 2 r 23
x/m i/aí2/m 3 03(^12,  ̂13) ^23|ri, t) d3r i2d3r23d3C2d3C3
= ------C2\ 11  ̂ f  A (r23|r i, t) m [C23- 1*23] U'(r2 3 ) (  — C 2  -I- — C 2  ) / m i / m 2 / m 3
k J r23 r23
00 7r
x 27T jJ g % ( r 12, \ j r \2 4- 2r12r23 cos 6 +  r |3, r23|r i, t) senS d6 r\2 drí2 d3r23d3C2d3C3 
0 0






2# ° (  r 12, +  n r 23 cos 0 +  rf3, r 23 |r i, t)sen0 dS r \2 dr12 r23 dr23 d3C2d3C3






/ / «  r i2i \Jr 1 2  i r \ 2r23 cos 0 -f- r 23, ^231r i : í) sen0 d0 r j2 d rj2 r | 3 dr23.
(Al.4c)
Assim, desprezando os gradientes de e os produtos de A£* pelos gradientes 
de p e T ,  obtemos o acréscimo à função de distribuição de uma partícula na 
forma
A /i(r i ,v i,i)
=  f m  Ac2^ -  —  Y m  kTl I W  ] A (r a \Tl’ *) U'(r u)  ÂS(r i2|ri, t) r \2 dr12
m 1 o
OO
+ôtá J A ( r n \ n ,  t) U'(ri2) <$(ri2|ri, t) r \2 dr12 
0
~  OO






J J Q z i rn ,  \ j Í~12 +  2ri2r K cos 0 +  r |3: r 23|r i,  í) sen# d« r?2 d r12 dr23 ].
(>11:5)Na aproximação linear, o acréscimo A /2 é dado por uma soma de oito 
parcelas:
A /2 = £ A fc/ 2, (A l.6)
fc=i
sendo
A i/2(ri,r2, vj, v 2,t)
_  - Ac2^ 1— A (r12|r ! ,t)  m [v12- r 12] U'(r12) ( — C i + — C \ ) /m i/m 2 ^ ( ^ k i ,  t) 
k r 12 r 12
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=  —---2-̂ - ’- -A ( r 12|ri, t) m [C12- r12] U \ r l2) ( ^■C3l + — C\ ) /m i/m 2 $S(r i2|ri, t ), 
k r 12 r n
(Al.7a)
A 2/ 2( r 1, r 2, v 1 , v 2, í )
=  - Ac^ 2’- )- A (r21 |r2,í) ra [v2 rr21] t / '( r21) ( ^ 1^ 4-—  ) /m i/m 2 â ^ d r i . í )
« r2i 2̂1
C2̂  15  ̂ A (ri2|r i , í )  m [C12- r i2] í / '( r 12) ( — C2+ — C2 ) /M i/M 2 52(n2 |ri,í),__ c2 fc r 12 r 12
(A l.76)
A 3 /2 (ri,r2,v 1,v 2,í)
_  _  rAC2(ri , t)  ^^ri3|ri) ri3j [/'(ri3) ( ^ c i  4-
7 fc r 13 r 13
'XfMlfM2fM3$3(r 12> r13> r23kl, í) d3V3d3V3 
_  Aç2(rl> t) f  A/_ _ ! rr// w r13x-<7 . r13/ A (r13|ri, í) m [C13- r13] í/'(r 13) ( —  C{ 4- —  C\ ) 
J r13 r13k 
x / M i ^ / A í s S s ^ . n s . ^ l r i . í )  d3r 3d3C3, (Al.7c)
A 4/ 2(r i,r 2, v i, v 2,t)
_  _  /~Ac2 ^ 3’^  A (r3i |r 3, í) m [v3r r3í] í / '( r 31) ( — C°3 4- — < 
J k r 31 r 3i
xfMifM2fM3 $ ( r 12, r 13, r 23|r 1( í) d3r3d3v3 
_ A | ( r i  ,í)  / - ^  _ lr r / /_ w r l3^  , rig
f  A(r l3|n , í) m [C13- r13] U \ r 13) ( — C3 4- —  C \ ) 
J r 13 ri*, I - u r u  - /  —  xa .10 j -  w /  \  ^  d ’k 13
x fM\fM2ÍM3 Ô3(r i2) r i3i r 23|r i> í) d3r3d3C3 , (A1.7d)
A 5/ 2(ri, r2, Vj, v2) í)
Ac2^ 2’^ A(r23|r2, t) m [v23- r23] t/'(r23) ( — C32 4- — <
* r 23 r 23
X f M l Í M 2Í M 3 $ (r\2 , ^13, r 23| r i , í) d3r3d3v3
82
—  c 2c2 (  i> ) ( A { r 23\ v \ , t ) m [ C 23-T2j [ U \ r 23) { — C Í - sr — C 2 ) 
J r 23 r 23k
X  f M l  f M 2f M 3 $ ^ 1 2 ^ 13 , r 2 3 | r i ,  t) d3r 3d?C3, ( A l . l e )
A6/2 ( r i , r 2,v i,V 2 ,í)
_  _  f  ^  A (r32|r3, t) m  [v32- r32] U \ r ^ )  ( ~ C 3 +  — <
J k T32 T32
xfM ifM 2ÍM 3^ (.r12, r 13, r 23| r i ,  t) d3r3d3v3
A g (r i , t )
[ ^(^32^1, t) m  [C23- r23] U '(r23) ( —  C 3 4- —  C 3 ) 
J r  23 r 23k 
x f M i f M 2fM3 9%(r12> r i3, r23|r i, t) d3r3d3C 3, (>11.7/)
A 7/ 2( r i ,r 2, v i ,  v 2, í )
_  _  1 í AC2(r3, l ) A ( r u \T3, t) m  [V34- T34] U '(ru )  ( — C 3 +  —  C \ )
2 J k T34 r34
x /m i /m 2/a í3/m 4 ã*(ri2, r ls , r 23, r u , r u ,  r34|r1, í )  d3r 3d3r4d3v 3d3v4 
_  lA g ( n , t )
í A(r34|ri, t) m  [C^- r 34] U \ r 34) ( —  C J3 +  —  C 3 )




A A A O
x/m /M 2/M 3/M 4 04(r i2 ,n 3 ,r2 3 ,n 4 ,r2 4 ,r3 4 |r i,i)d  r 3d r 4d C 3d C ,
A 8/ 2( r i , r 2, Vi, v 2,t)
— _ I  f Ac2^ 4’ ^  A (r43|r4, t) m [v43- r« ] U'(r43) ( —  C{  4- —  C \ ) 
2 J k TM r 43
x f Mi f M2fM3fMA-9l ( r 12, r 13, r 23, r u , r 24, r 34|ri, t) d3r 3d3r 4d3v3d3v4 




2 k r34 r3
x f M i f M 2f M3fMá-94( r i2, r i3, r23, r 14, r24, r34|ri, í) d3r 3d3r 4d3C 3d3C4.
Somando os termos aos pares, obtemos:
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=  A^ (;r - - ~  A (r12|r i , t) m  [C 12- r 12] U '(r12) ( ! « C Í 2+ ^ C Í 2 ) W m 2 flS(ri2|r ,, t), 
« H 2 H 2
A s /2 -l- A 4/2
=  A ^ r i , t )  f  A ( r 13 In , t) m  [C 13- ru] U '(r13) ( ^ C { 3 +  ^ C \3 ) 
k J r  13 r 13
x ÍMl fMi ÍMS  03(r 12. ^13, ^23^1, *) d?r3d3C 3,
A 5/2 -I- A g/2
_  í a (t23|r j, t) m [C23- r23] È7'(r2s) ( — ^23 +  — ^ 23)
k J r 2 3 r23
x /mi/a42/a43 03(r 12> ^13, ^23^ 1, t) d3r 3d3C 3,
A 7/2 +  ^ 8/2
_  1 Ac2^ 1;^ . í A (r34|r!, t) m [C34- r34] í/'(r 34) ( — C^4 +  —  C |4 )
2 k J r34 r34
x /m i /a /2/m 3/m 4 04(r i2> ^13, r23, r 14, r24, r ^ ! ,  í) d3r 3d3r 4td3C 3d3C<í
=  / M1/ M2 ( ^ ) 2 fcr,
fc vrrc,7
x J A (r34|r i, t) í / '(r 34) 04(^12, n 3, r23, r u , r24, rs4|r i, t) d3r 3d3r±.
Assim, obtem os o acréscimo à função de distribuição de duas partículas como
A j/ 2 +  A 2/ 2
A /2( r i , r 2, v i,  v 2,t )
AC2(r! ,í)  /  4(ri2 |r i ) í ) m [C12- r 12] t /'(r12) (— C {2+ — CJ2) f Mi f M2$ ( r n \ r i , t )
{ rio rioAr 1 n  2 12
[13
1̂3 "  ^13
-(- íA ( r i 3 \ri ,t) m [Ci3* r^ ]  U'(r\3) ( -^-C{3 -\ —C \3 )
J f\ r \
84
XSm i /m 2/m 3 03(^12, ^13, ^23̂ 1, t) d3r 3d3C 3
i J
+  í A ( r 23 \ri, t ) m [C23- r 2s] U'(r23) ( —  C23 +  — @23)
J r 23 r 23
x /m i/m 2 /m 3  0 3 1 2 ) ^13, ^23k l,  t) d3r 3d3C 3
+ImiIm2 ( ~ )  kT\ xm /
T  *
x J A (r34|ri, t) U \ r 34) 5̂ ( r12) r 13, r 23, r 14, r 24, r 34|n ,  t) d3r3d3r± }.
(A l.8)
A 2. O C álculo  de Rij
Somente as duas primeiras parcelas do acéscimo A f 2 dado pela equação 
(12.11) contribuem para o termo colisional R 17. Temos:
RV =  R$ +  R$,  (A2.1)
em que R  ̂ e R2 são as funções
t) =  f (  k c {  +  k c - )  X(ri2 |r , t) m [ C a . r u ] [t/'(ri2)]2
k l
X (  — c{2 4- —  cfij)  !m Jm 2 fi§(ri2|n ,  t) d3C!d3C2d3r 12, (A2.2a)
v t  12 r  12 7
=  ^  S u '{ r n ) 0 t c l l+ 7 t c 0  / ' 4(r « lr ’t ) TOlc « r « ) t , '( r .j)
x (  —  C [z +  —  Cf3 )  /m i/m 2/m 3 03(^12, r i3, *̂23k ’ 0  d3r 3d3C 3d?C\d3C 2d3r x2.
V T13 1̂3 7
(A2.26)
Calculamos f?*7 integrando primeiro na parte angular de r i 2. Assim:
* ? ( r . í )  =  J [ ^ + ^ k C a C Í& n y -  ( ^ + £ | g l Cl2C<CÍ2) ]
12 12




* f ( r , t) _  _ [7 % í )  +  ^  w !  ( « v *
L fc fc J 15 772 V 772 '
oo
* 1 «  rn\r,  t) [^ '(ria )]2 0£(ri2|r, í) r 32 d r12. (A2.3a)
o
Para calcularmos R2 , integramos em C 2, mudamos as variáveis C j e C 3 para 
C 13 e G j3 e integramos novamente. Assim:
R i ( r, í) =  - ^ 1  4 =  4  ( — r  / £/'( n 2) [ ^  ^  )  >•»k m m J Lr1 2 V r 13 '
+  rJ l  ( s ü +  ri32r -3 ) r j31 A (ri3|r, t) U'(r13) 03( r12, r 13, r 23|r, t ) d3r 12d3r i3.
1̂2 v r is 7 J
Em seguida, integramos primeiro na parte angular de r i 2 e depois na parte
angular de r j 3. Assim:
R 2 (r,t)
=  - [ 7A ^ 1í ) + A g (r1t ) ^ ]  M 3/2 /  ^ 3 / 2  L (r iJ |ri () í , ' (ri
m m 0 0
7T
x J 53(^12, n s , i / r f 2 -  2r 12r i 3cos0 +  r?3|r, t) sen0 cos 9 dê rf3 dr13 r \2 dr12.
° (A2.36)
Assim, obtemos o termo de produção R** na forma
OO




+2tt J U '(r12) j A (ri3|r, t) U'(r13)
o o
7r __________________
x J 93ÍT12, 1̂3, ^ 1 2  -  2r 12^ 13 cos 6 4” r?3|r, t) sen0 cos 0 d0 r^3 dr13 r \2 dr12 }.
0
(A2.4)
A 3. O C álculo  de S f , 5 ?  e S f
O termo colisional S\J também é a soma de duas parcelas,
S\j =  S\j  +  AS\j , (A3.1)
em que S f  e AS* são as funções
S?(r,  t)
a  2 j
=  / v i2- «— [ ^ ( r u )  ( — Cí 4- —  C \ )] / 2(r, r  4- r i2, v i, v 2, t) d3v1d3v2d3r2, 
J d r12 v r 12 r12 '
(A3.2a)
ASjJ(r ,t)
a  2 3
— / v i 2- 7̂— [ t f '( n 2) ( — Cí 4-— c ;  )] A A(r> r  4-ri2, v i, v 2, t) d3v\d3v2d3r2. 
J OT\2 V T12 H2 7
(A3.2Ò)
Substituindo na equação (A3.2a) a função / 2 pela expressão (11.22), mu­
dando as velocidades para C j e C 2 e integrando, obtemos:
# ( , , * )  =  _ 4  f { [ u " ( r a)  ( í *  _  d ç â  ) i  ^
ra2 . / 1-!- rf2 r i2 v r f2
+ f ^ (rB) +  A i h > _  4 ç k  )i ^ }
L rf2 r J2 v rf2 /J J
r-o / 1 ^  , 5flS(»*i2|r,í) r Ae(M ) 1 n  j3X { S2(r12|r, t) + ------^ ------- [ — -------- —  ]} d r12,
sendo p1̂ a função
jTJ(r, t) =  J m  C lCj  / i ( r ,  v, t) d3v
87
=  —2 — (k T )2Á^ r> *■■ +  ( — m k Km
( ^ - k T - 2  — (kT)2{ - \
V  m v ' 12 L k
Em seguida, integramos na parte angular de r i2:
8ír p -a 7r tt", \ , o u \ rn) 
í p
Õ
2 Í1 rAe(r,t) 1 t , 1
kT* +  3
(A3.3)
5 j*(r, t) =  - ^ - - ^ p ij [ [ U"(r12) +  2 U ] g%(r12|r, t) r %2 dr12 
3 m 1 J L ^i2
] ^ ( r 12|r ,í )  2
- r 12ari2.
r 12
Substituindo p pela expressão (13.1), na mesma aproximação obtemos:
3Í5'( r , =  (kT ) 2 A p- !-■— /[  U"(r12) +  2 ] p } (r12|r , í) r ?2 d r 12
3 k J L r \2 1
~~T^~3kT SÍj f[  U"(ru) +  2 ] ^2(r i 2lr , t) r12 drn3 m? J 1 v\2o
16ír P kT  A p 6tJ J [  U"(rl2) 4- 2 ] 02( n 2|r, t) r \2 dr12
k T A p 6 ij f \U"(r\2) +  2 
3 m 6 J L
3 ra3 J L r \2o
2 ~  U'(r12) i dg%(r12\r,t) 2
' V' 1 ; f  * -
Õ r 12 dp




£2(̂ 12 |r, í) r12 r̂12
3 m 6 L
Ae(r ,t)  _  _1 
k kT  J
6ijli j[u"( m ) +  2




Substituindo na equação (AZ.2b) a função A /2 pela expressão (12.11), obte­
mos a função ASj'3 expressa como a soma
A 5 j* =  A , 55* + A 25 j* +  A 35 Í* 4- A 45 j*, (A3.5)
88
em que A i S \ j , A 2S \ j , A 3S \ j  e A ^ S \ j  são as funções
A ê?(r,í) [  k , r j 2rf2 U'(rn ) , ,.,k r ‘n rk
A r f f t r  , t)  =  U 2 { [ u " ( r 12) M *  +  ( i *  -  W  Ci
K J T y i  '1 2  r 12
+  Í U \ r n ) )1 c j  } A(ri2 \r, t) m [Ci r  r 12]
L r {2 r 12 V r f2 /J J
X f / ' ( r i 2 ) (  —  Cm +  — 1C[2 )  / m i / a/ 2  â ( r M|r, * ) d3V!d3v2d3r2, (A3.6a)
A ^ ftr , «) =  J v à  { [ £ /> „ )  +  ( i *  _  )] c i
+  [ v " ( r ,2) +  A ü î l  ("<5̂  -  )] c ;  } A (r13|r, () m [C 12- r 13]
L rf2 r12 v r î2 /J *
/ „TO _ _
X ^ '(/’îs) (  ^ C'Î3+ ~ C'i3 ) f M \ f M î f M Z  £$(ri2, r 13, r23|r, t ) d3î>id3v2d3v3d3r2d3r3, 
13 13 (ASM)
A 35 f ( r ,  t) -  M 2 { [ £ / > „ )  +  A i n )  ( ^  -  r ÿ à  )] c j
y rf2 r 12 V r12 ' ■*
[ r , ( r i 2 )  +  f f 3 r » )  (  ^  _  d ç î *  j ]  c < }  A ( r 2 3 | r _ t )  m  [ C j r  r 2 3 ]+
rf2 rî2 V r î2
r 1 1 9 .X U'(r23) (  — <?££+— C23 )  f M i f m f M 3  ^3(^12, H3, r23|r, t) d3v 1d3v2d3v3d3r 2d3r3,
r 23 r 23
(AS.6c)
+  [ i r ( r » )  à #  +  A ü î l  _  d ç l  )] c j W l r ,  t) V ( r u ) & &
L rf2 r12 V ^12 /J J r 34
X f m f m  â!l(r 12)r 13) ^23, ^14, r 24, ^34|r, i) d3v 1d3v2d3r2d3r3d3r4:. (AS.6d)
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Na equação (A3.6a), mudamos as velocidades para C i2 e G 12 e inte­
gramos. Resulta:
A,sT(M )_  ( « 1  y  t [ v lra) ( 2 r k % k í i  +  ú e k p )
1 v ’ k v rf2 r 12 '
+ £ ^ h 1  ( d é i  s»  +  r k a  í«  _  2 r k > & r k )  +  á „  ,•1
r J2 V r 12 r 12 r f2 /  -1
x A (r12|r, t) fl$(r12|r, í) d3r 12.
Integrando na parte angular de r i 2 e depois substituindo p pela expressão
(13.1), na mesma aproximação obtemos:
A i5 ? ( r , t )
_  _ A C2 (r, t) 16tt p_ Í^Qu'\rn ) - ^ - ^ ^ -  ] A (ru | r , t ) ^ ( r 12|r , t ) r 32 dr12
k 15 m '  m ' J L r J2 Jo
A ^ ( r ,t) 16tt p2 / k T \2 Tr . , 10 U'(ri2)
— ( — ) 2 f[5U"(r12)+—---- —  ] A ( r l 2 \ r , t )  g l { r n \ T , t ) r \ 2 d r x2.
15 m K m ' J 1 3 r j2 Jo
(A3.7a)
Na equação (A3.66), integramos em v 2, mudamos as velocidades Vj e v 2 para 
C 13 e G j3 e integramos novamente. Resulta:
-  « m  §  ( f  )■ /( [ » > „ )
m/ ntJS rp ̂  /pl _ .
X 2 g*™ +  ff™  +  j
1 r13 r x 3 r 13 J J
x A (ri31r, t) [/'(r13) g 3 ( r 12, r 13, r 23|r, t) d 3r 2d 3r 3 .
Integrando na parte angular de ri3, obtemos:
A F üá, A  P 3 ( k T \ 2 f ( \ TT* ( r  s r 12r 12 U ' ( r l 2 ) ( c i k  r 1 2 ^ 2 \ l
A 2̂ ( r , í )  = -------—  ^ í ( - )  J { [ U ^ - 7 T - + - ^ r ( S — ^ ) \
7r _________________________ _______________________________________________
x [ 27r ê 3h6lm J <$(r12, r i 3 , s j r \ 2 -  2r12r i3 cos0 -I- r \ 3 |r, t )  s e n 30 d0
90
-2 tt  6jk J í8( r i2, ris, y/r%2 ~  Zr12ri3 cos 0 +  r?3|r, t) sen0(l -  3 cos2 0)
rn  o
7r  _________________________________________ _____
+ *6hm6jl J $ ( r 12 , ris, ^ 1 2  -  27-127-13 cos 0 +  r?s |r, t) sen30
T ___ ____ ___
T T  ” T . . ,  ~ )d0
õ
7T




3— J 93Ír 12. ^is» \ / r i2 1 | t   
'd04-7r J $ ( r 12, r i3, ^ r ?2 -  2ri2r i3 cos 0 4- r?3|r, t) sen30
o
- 7T <5im ri22r-12- J $ j(r12, r 13, ^ /r?2 -  2r12r 13 cos 0 +  r?3|r, t) s e n 0 (l-3  cos2 0) d0 
Tl2 o
4- i <-► j  } A (r13|r, t) l / ^ u )  r 3̂ d r13 d3r 12.
Integrando novamente na parte angular de r ,2 e substituindo p por (13.1), 
obtemos:
A 2S \ \ r , t )
_ _ A|£M) fa» £_ q > { 10 J [i/>12) + 2 V ^ s L ] J X(r„ |r, t)




Jg3Ír n  , r i3, ^/r?2 -  2 r12r!3 cos 0 4- r \3 |r, í) sen30 d0 r \3 d r13 r 22 dr12 
o
-  /[  11 U"(r12) -  U ^ 12̂  ] J A (r13|r, t) U \ r 13) 
o ri2 o
7r




J 03^12 , r 13, \Jr\ 2 -  2 ri2r i3cosé> +  r?3|r, t) sen30 dê r\z d r13 r \2 d rn
OO f ,  V OO
-  J [  2 U"(r 12) ------------- ] J A (ri3|r, t) C/'(ri3)
x J 03(712, ^ 13, i / r ?2 -  2r 12r 13 cos 0 4- rf3|r, í) sen 0 (l-3  cos2 0) d0 r \z dr13 r \2 dr12 }.
(A3.76)
Na equação (A3.6c), integramos em Vj, mudamos as velocidades v 2 e v 3 para 
C 23 e G 23 e integramos novamente. Resulta:
A3, ? ( r , ( ) .  j £ m 4 4  ( ! £ ) y (rn ) ú ^ +^  ( í « - ^ ) ]
1 v k m 2 V m / L r j2 r 12 v r i2 /J
x A (r23|r, í) t / '( r 23) 23 23 ãS(t*i2> ^13, r 23|r, t) d3r 2d3r3.
r 23
Integrando na parte angular de r 23, obtemos:
A s^ ( r , í ) =  _ ^ M 4 4  ( Í I ) 2 / [ ^ ( r . )  ^ + ^ 1  ( í * - ! ^ ) ]





J A ( r 23\r, t) U \ r 23) [7rôlm J t/3( r12, yV?2 -  2 r12r 23 cos 0 +  r | 3, r 23|r, í) sen30 d0
rpl r m 






J g 3(ri2, yjr\2 -  2 r12r 23 cos 9 4- r | 3, r 23|r, í) s en 0 (l-3  cos2 0) dé> r |3 dr23 d3r 12. 
Integrando novamente na parte angular de r J2 e substituindo p pela expressão





J g 3( r \ 2 , \ J r \ 2 - 2r 12̂ 23 cos 0 4- rf3, r23|r, í) sen0( l - 3  cos2 0) d0 r23 dr23 r \ 2 d r n
i r  Á  ( f  H / K ^ ' +2^ r l  7^ r' *>
7r
x / ^ ( r 12> >/r?2 “  2ri2t 23 cos 0 + r |3, r23|r, t) sen30 d0 rf3 dr23 r22 d r 12 
o
~ 5  yt c///̂ri2̂ + 2 ~7^  i / *)
o ri2 0
7r __ _______________
X J g % ( r i 2, \Jr \2 -  2ri2r 23 cos 0 4- rf3, r23|r, í) sen0( l - 3 cos2 0) d9  r|3 dr23 r22 dr12.
° (AZ.lc)
Na equação (A3.6d), integramos nas velocidades Vj e v2:
- J S M ^  ( f ) 7 [ ^ ,  ( ^ ) ]
r í r m
x A{ru\*, t) U'{r34) -2U i  <jí°(r12, n 3, r23, ru , r24, r34|r, t) d3r2d3r3d3r4t.
ru
Em seguida, integramos na parte angular de r12 e r32:
A4^ ( r ,t )
7r
2 £ O 2 k " ^  - ̂  1 Iâ  *>0







/  /  í { vSV / ^ ( ri2. rÍ3)r23, *u, ^ 4,r34|r,í) sen30 d0 
0 0 0 0 
7T
J ÂÍ(ri2, 1̂3) 2̂3, rj4, r24, r34|r, í) sen0( l -  3 cos2 0)d0 }
r\r ™ 0
x seny dy d ò  rio d m  d 3m  rio drio
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£ M 4 r4 ( - ) >  1 ^  j A M U'{r u ) ^k m J ' m ' J r 12 J r34
SÍSSA{rn' ri3, r23, r*u , r*u , r ^ r ,  í) sen0 dOsenx dx d<f> r 23 dr23 d3ru  r \2 drn .
0
0 0  27T 7T 7T
X
0 0 0 0
Finalmente, integramos na parte angular de e substituímos p pela ex­
pressão (13.1). Na mesma aproximação , obtemos:
O o27T 7T 7T
X
ò 0 0 õ
O Z7 r
r i3) r23, r j4> r24, r 34|r, t) sené>(l -  3 cos2 0)d0 
x senx dx d(f> r \3 dr23 rf4 dru  r \2 dr l2
^  ¥ á © 7 1  ! ̂  1J*«..õ ri2 õ
Oo27T 7T 7T
X
0 0 0 0
I I I I  ̂ °(ri2 ’r 3̂’r23) r i4’ r 24’ r 34|r, í) sen0 dê sen xdxd<i> r\3 dr23 r | 4 dru  r \2 dr12,
(AZ.7d)
sendo r\3, r\± e r 24 as funções
\ 1 /2
r j3 =   ̂r 22 — 2rj2̂ 23sen^ cos <j)senx — 2rj2r23 cos 0 cos x +  r 23 )  , (A3.8a)
r j4 =  [ r 22sen20 -I- ( r i2 cos 0 +  r 34)2 — 2r 12r 23sen0 cos <£senx
—2(ri2co s0 +  r 34)r23C osx+  r 23j / , (A3.86)
r 24 =  ( r 23 -  2r23̂ 34 COS X +  rf4 ) V2. (A3.8c)
Assim, obtemos a função A Si na forma
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A 5îJ(r ,i)
A<f(r,t) 16tt p2 / k T \2 ,
—  c2
15 m ' m
( — y  ( l \^U"(r12) + ^ - ^ ^ - ]  A(r 12\T,t)g2(r12\ r , t ) r 32 drn  
 ' \J 1 v\2 J
5tt p
£ - { 2 j / j  U'\r\2) +  2 ] J a (t13|r ,  t) í / ' ( r 13)
X J 9 3(ri2, T13, ^ /rf2 -  2 r 12r 13 cos 0 +  r?3|r , í) sen30 d0 r \3 dr13 r \2 dr12 
0
o °  V CX)
-  J [ 3 t / " ( r 12) -  — ] I A (r13|r , t) t / ' ( r 13)
J 03O 12, r i3, /̂r*f2 -  2r 12r 13cos0 +  r \3 |r , í) sen 0 (l-3 co s2 0) d0 r ?3 d r13 r \2 drn  } 
0
OO V CX)
_ ,r  ( m ) 2/ [ £," (ri2> ~  J*(ru\r , t) U'(rM)
0 0  2 tT 7T 7T
I I I I 9^  r*3’r23’ r24’ r34'r’ ^ sen^ 1 “ 3 °°S2 9 d̂60 0 0 0
X senx i% r2t *23 r 31 *34 r 12 *12




3 í/" ( r12)+2
U'{rl2) 1
H2
A(r12 |r , í) ^ ( r 12|r , í) ^32 drl2
£ - { 4 y*[ t / " ( r 12) +  2 ] J A (r i3|r , í) í / ' ( r i 3)
J 03(7 12, n s ,  ^ 1 2  -  2 ri2n3 COS0 +  r 23|r, í) sen30 d0 r \3 dr13 r \2 dr12





J g 3(ri2, r 13) ^ 1 2  “  2 ri2r i3cos0 +  r?3|r, í) sen 0 (l-3  cos2 0) d0 r \3 dr13 r \2 drx2 }
° °  T T t  (  \  ° °




ô õ õ ò
l/i /I /I \
/ / / / » „ .  r i3)r231 r 14: r 24; r 34lr > í) seu  ̂d0 senxdx d4> r 23dr23 ^34^34 ^12^12 J >
(A3.9)
sendo r j3, r 4̂ e r |4 as funções (A3.8).
O termo colisional definido na equação (13.24) é a soma
S f  =  S?' +  A S$,  (A3.10)
em que S2 e A S2 são as funções
S2 (r, t) =  — í[U'(r i2 )]2 r— 2 — n2(r, r  +  r12, t) dzr n , (,43.11a)
772 J *̂12»12
A S 2 (r, t) =  — f[U'(r12)]2ri22 12- A ü 2(r, r  4- r i 2) t) d3r n . (AZ.llb) 
m J r  j2
Substitifindo em (,43.11a) a função rc2 pela expressão (11.23) e integrando 
na parte angular de r i 2, obtemos:
&(*> *) =  Y  £ 3  / [í//(»‘i2)]2á ( r i2|r, t) r \2 dr12 
0
-  s=] 0
Substituindo p pela expressão (13.1), obtemos:
2 °° Q
*) =  Y  £3  6ij J [ u Xr n ) f  9°2{r i2|r, t) r j2 d r12 +  y  A pôij
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X{ 2 r£* j l U'(.ru)}292(rn \r , t ) r l2dri2 + J[U'(r12)}2 - 2 r i2 rfri2 }
m o o
* ¥ á  <“ ■ »
Substituindo em (A3.116) a função A S2 pela expressão (12.12), integrando 
na parte angular de r i 2 e substituindo p pela expressão (13.1), na aprox­
imação linear obtemos:
A S ^(r, t) =  Ac2 ^  £3  k T ( 2 J [ u '(r i2 )]3 A(r 12\r, t) ^ ( r 12|r, t ) r \2 dr l2
V n0
00
—4tt ^  J [[/'(ri2)]2 J A (r13|r, t) U'(r13)
x J p3(ri2, rJ3, \Jr\2 — 2r\2r\3 c o s 0 +  r \3|ri, t) sen0(l—3 cos2 0) d0 r 33 d r13 r \2 d r n  
0
00  00  OO 27T 7T 7T
- n  (^)2 J [ u \ r 12j \ 2 j A i r u l r ^ t )  U'(r34) J J J J g l ( r 12, r13> r 23, r i4í r24’ r34|r l)
0 0 0 0
x sen0 ( 1 - 3  cos2 0) d0 senx d \  d<j> r \3 dr23 r 34 dr^ r \2 drn  ^ 
•Ac2 r̂ ’ ^ £3  (  / [í//(r i2)]3 A(r i2|r, t) g\(rtt\r,  t) r 32 dr12
OO OO
+4tt £  J [t/ '(r  12)]2 J A (r13|r, t) U'(r13)
x J g 3(ri2 , r J3, -  2ri2r13 cos0 +  rf3|ri, t) sen0 d0 rf3 dr13 r\2 dr12
0
OO OO OO 27T 7T 7T
( £ ) 2 / [ t / / ( r i 2 ) ] 2 / A ( r '34 | r i , t )  U^r3̂  j  j  j  j 9*( r i 2 >r 13> ^23 ,^14) r 24, ^ 3 4 | r i , t )
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x sen0 dO seu\ d \  d(f> r\3 dr23 r34 dr34 r \2 dr12 J  , (A3.126)
sendo r j3, r j4 e r24 as funções (12.13).
O termo colisional S3 também é a soma de duas parcelas:
s g  =  SÍj +  A (>43.13)
sendo S3 e A S3 as funções
S%{r, t) =  — íU'(r12) U'(r13) ( r + ri2) r + r i 3, t) d3r i2d3r 13,
m J  v n 2 r  13 r 12 r l3 '
(>43.14a)
A S ? (r ,i)
=  — f  U'(r12) U'(r13) +  A n 3(r, r  +  r 12, r  +  r 13, t) d3r 12d3r 13.
m J  v r 12 r 13 r 12 r 13 /
(>43.146)
Como os termos que dependem dos gradientes de p e T  não contribuem para 
a integral (A3.14a) na aproximação linear, substituímos a função n3 pela 
seguinte expressão derivada da equação (11.26) para s =  3:
»3(ri,r2lr3,í)
^  ■ (p ' \ 3 rAe ( r i ,^ )  1 1 d93(ri2, r i 3, r 23\n , t )
(>43.15)
<m/ " vm ' L k kT\> d(3\
Integrando na parte angular de r j3, obtemos:
* J  00





J <?3(r i2, t  13; 7 r i2 -  2 ri2n3 cos0 +  r?3|r, t) sené> cos 0 d9 r 3̂ dr13 d?r12
h - > rJí h - >
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} d 9 3Ír i2, r i3 , J r \2 -  2r 12r 13cosB +  r 213\r,t) 
x / ----------------- --------- —--------------------------- sen0 cos 0 aO r 13 d r13 d r 12.
J dpo
’ntegrando novamente na parte angular de r 12 e depois substituindo p pela 
sxpressão (13.1), obtemos:
2 3  0 0  0 0
5 ? (r , t )  ^
0 0
7T
x J £̂3(^12, ^13, ^ 1 2  ~  2r i2r i3 cos 0 4- r?3|r, t) senB cos B dB r \z dr13 r \2 drn  
o
2 oo oo
+ 16 TT2 ^  A p6ij Ju'(r12) Ju \r13)
0 0
7T
J 53O 12, r 13, ^ /r?2 -  2 ri2r i3cos^ +  r?3|r, t) senB cos 0 dB r \z dr13 r \2 dr12 
0
+ ií r á  t p f / n r ú j n r » )
0 0
}d g 3(r12, r 13, J r \2 -  2 r12r 13 cos B +  rf3|r, t)
/ ----------------- -   sen# cos 0 d0 r \3 d r13 r j 2 d^i2
J dpo
1 0 0
}dg 3 (ri2, r 13, J r \2 -  2r12r 13 cos B +  rf3|r, t) 2 , 2 .
J ----------------- --------- —  sen0 cos 0 d0 r 13 dr i3 r 12 a r12.
° (A3.16)






sendo A kS^ as funções
A ,S ? (r . t) =  ^  2 £  kT j [ u ' ( r 4 2 U '(m)  (  J  ) A (r‘2'r ’ *'
x ri2 r— £$(7*12, f  13) ^23|r, t) d3ri2d3r 13, (,43.18a)
r 12
x r *3r*3 Â^(ri2, ris, r 23|r, í) d3r i2d3r i3, (,43.18b)
7*13
x U'(r23) flS(ri2, r i3, r 23|r, t) d3r 12d3r 13, (,43.18c)
r 23
-  ^ 2  A k T j u W (rl3) ( Ú l ^ + ^ ) A ( r u \r,t)
x [ / '( ru )  r i*r  -  ^4(^12, • • •, m k )  í) d3r 4 d3ri2d3r i3, (,43.18d)
»”14
xU'(r2i) VuV— cft(ri2, . . . ,  r 34|r, t) d3r4 d3r 12d3ri3, (A3.18e)
r24
A . 5 ? (r. t) =  * £ M  2 £  fcT ju'(m) U \ r 13) ( £  )  ^ (rj4|r , t )
x t / '( r« )  ^  j j f n , , . . . ,  r * |r ,  í) <i3r 4 á3ri2d3r 13, (.43.18/)
7*34
A 7̂ ( r ,  t ) =  £  « •  f u ' ( n 2) l ^ r » )  (  £  J  +  ^  ) A(r45|r , <)
x U'(ru)  pg(r12, .. •, r « |r ,  t) d3r 4d3r 5 d3r 12d3r 13. (i43.18p)
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Na equação (A3.18a), integrando primeiro na parte angular de r 13 e depois 




A ,S ?(r,í) =  j [ V ( r n ) ] 2 A(rn \r ,t)  ju ' ( r a )
m 0 0
r
J 53(^12, r 13, \Jr\2 ~  2 ri2ri3 (X)s 6> +  r?3|r, í) sen0 cos 0 d6 r \3 dr13 r  J2 dr12




J tâ irn , ri3 , \A"i2 -  2r 12r 13 co s0 +  r f 3|r , t) sen0 cos 0 d0 r  d r 13 r ?2 d r12.
(A3.19a)
Na equação (A3.186), integrando primeiro na parte angular de r i2 e depois 
na parte angular de r j 3 e substituindo p pela expressão (13.1), obtemos:




J 0s ( n 2, r 13, \ / r f 2 -  2r 12r 13 cos 0 +  r?3|r, t) sen0 cos 0 d0 r 2̂ d r12 r j j  d r 13






J 93(^12, ri3 , \ ]r \2 -  2 ri2r i3cos0 +  r?3|r, t) sen0 cos 0 d0 r  J2 d r12 r , 3 d r13.
(A3.196)
Na equação (A3.18c), integrando na parte angular de r i2 e r i3 e substituindo 
p pela expressão (13.1), obtemos:
A 3S3 (r > *)




kT J U'(r 12) J  U \ r 13) A(s]r\2 -  2r 12r 13 cos 0 +  r?3|r, í)
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U '{Jr \2 -  2r 12r 13 cos 0 +  r?3) j  r -  --------------  _ -
x  ; /  ^3(^12, r-13, Vr i2 -  2r i 2̂ i3 cos 0 +  r f3|r, í)
y 'r?2 -  2r 127'i3 cos 0 +  r\z JQ
x [ 2 (  ̂ 12 +  r i3 )  cos ^ -  r i2r i3 (  3 4- cos2 0 )  j sen0 dB r 23 dri3 r 22 d ri2
}*fo_P_kTSv J u ' ( r i 2) J  U'(r13) A(yJr\2 -  2r j2r 13 cos 0 4- rf3|r, t)
9 m 4
U'( \ / r \2 ~  2r i 2̂ i3 cos 0 4- r 23) ^ j - ------------------- -
x  v . / p3( r12, r 13, yrfjj -  2r 12r 13 cos 0 +  r f3|r, í)
V A.2 -  2r 12r 13 cos 0 +  rf3 JQ 
x f2 ( r i2+ r i3)  cos0- r 12r 13 ( 3+cos2 0 ) ] sen0 dB r \3 dr13 r \2 dr12. (,43.19c)
Na equação (,43.18d), integrando em seqüência na parte angular de r i3, r 14 
e r J2 e substituindo p pela expressão (13.1), obtemos:




/ / / 94(ri2 ’r i3 ,r23’ri4’r 24>r 34lr -í ) ( 3 sen0 cos (j> senx cosx+2 cos0 cos2x
ft \  9 4 1)
— cos 6 sen x ) sen0 d0 d(j> senx d \  r 14 dru r 13 dris r 12 dr 12
, . /  \  <J A 0 0  0 0  0 0
C2'-r ~ - —  —  kT 6* J u ' ( r  12) J u ' ( r 13) J A ( r u |r, t) U'(ru )
k 9 m 5
27T 7T 7T
/ / A ”(ri2 ’r i3>r 23>r i4,'r24, r ; 4|r ,í)  (3sen0 cos </> senx cosx+2 cos0 cos2xX
0 0 0
— cos 0 sen2x ) sen0 d0 dcj> senx ^x ru  ^r i4 1̂3 á r13 r 22 á r12, (,43.19d)
sendo r 23, r 24 e r34 as funções
r 23 =  ^ r f 2 -  2r 12r i3 cos 0 +  rf3, (,43.20a)
r 24 =  ^ /r?2 -  2r j2r 14 cos x +  rf4, (,43.206)
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r 34 =  y/ri3 — 2r\3r u  cos x cos 6 — 2ri3r u  senx sen0 cos (f> 4- rf4. (A3.20c)
Na equação (A3.18e), integrando em seqüência na parte angular de r j3, r u  
e r i2 e substitvündo p pela expressão (13.1), obtemos:
A 5*?3J(r, t)
_  A<f (r, t) 32tt2 p4
15 m s o
OO OO OO ___________________
kT J U '( r12) J U ' ( r 13) J A ( y / r \2 -  2 r12r 14 cosx +  rf4|r, t)
U'(\/r\2 -  2r 12r 14 cos * +  r?4) ^  J j
x  ;  /  /  / M r i2 ,n 3 ,r23 ,r14)r 24)r 34|r ,í)
Yr i2 -  2r i 2r u cosx +  rf4  ̂ ^  
x [ 2rj2 cos 0 — r J2r 14  ̂3 sen0 cos <f> senx +  4 cos 0 cos x )
+ r 24 ( 3 sen0 cos 4> senx cos x +  2 cos 0 cos2 x — cos 0 sen2x )] 
x sen0 dê senx dx d<f> r24 d r14 r 23 d ri3 r \2 d r12
+ A£»(r ’ *1 £ _  kT ô13 JU '(r i 2) J u ' ( r i 3) j A { y / r \2 ~  2n 2r 14 cosx +  rf4|r, t)
m o o o
tf '(V r i2 -  2r i2r u  cos X +  r j4) 2f j j
x  / ■ ■ ■ - /  /  /54 (r i2 ,r i3>r23,r 14>r24,r34|r ,t)
Yr i2 -  2r  12r  14 cos x +  rf4 ^
x [ 2r22 cos 0 — r i2r j4 ( 3 sen0 cos <j> senx +  4 cos 0 cos x )
+ r i4 (  ̂  sen  ̂ cos <j> senx cos x +  2 cos 0 cos2 x — cos 0 sen2x )]
x sen0 dê senx dx d<j) r 24 dru f \3 dr i3 r \2 dr i2, (A3.19e)
sendo r23, r 24 e r 34 as funções (A3.20).
Devido à simetria, é evidente que o termo A$S3 é igual ao termo A 5-S3 . 
Assim:
A «5^(r, í)
A < f(r ,í)  327T2 p_  C2__________
fc 15
J u \r12) fu'(r13) J A{y/r\2 -  2r 12r 14 cosx +  rf4|r, t)
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U \ j r \ % -  2r 12r 14 cos x +  rf4) {  j  }  Q _ _
 ;       /  /  /  54(^12, r i3 ,r23 ,r14)r 24,r34|r ,í)
\Ai2 -  2r12^14cosx +  rf4 ^  ^
x [ 2r j2 cos # — r i 2r i4 ( 3 sen# cos <f> senx +  4 cos 0 cos x )
-f r  j4 ( 3 sen# cos <j> senx c°s X +  2 cos 0 cos2 x — cos 0 sen2x )]
x sen# d0 senx dx d<f> r 24 á r J4 r 23 r \2 dr 12
Aco (r , 0  16^2 #
9
£ ^ fcT  6tJ Ju'(r 12) Ju'(r13) fA(\Jr\2 ~ 2n2H4Cosx +  r?4|r,t)
^  (^ 1 2  ~  2ri2^u cos x +  r i4) [ f f  o, * * * , ^ /  - -    /  /  / # 4(ri2 ,ri3, r 23 ,r14, r 24,r34|r ,í)
yVf2 -  2r12r 14 cos x +  rf4 < < *0 0 0
x 2r22 cos 0 —  ̂3 sen# cos <p senx +  4 cos # cos x )
-fr24  ̂3 sen# cos (j> senx cos x +  2 cos # cos2 x — cos # sen2x )]
x sen# d0 senx d x  d<t> r 24 d r14 r 23 d r13 r \2 dr 12, (A3.19/)
sendo r 23, r 24 e r^4 as funções (A3.20).
Finalmente, na equação (A3.18p) integramos sucessivamente na parte an­
gular de r i 4, r i3, r 45 e r i2 e depois substituímos p pela expressão (13.1). Na 
aproximação linear, obtemos:
Ato>fr t) 16tt2 o5 7  7  7
A 7S33( r , t ) =  C2- ~ ------t f T r i ê kT j U’^  J U'(r w) /  A (r45|r ,í )  U'{r<&)
7T OO 7T 2ir 7T
X
Õ Õ Õ 0 0 0
I I I I I 1 5^ ri2’ri3’r23’ri4 ’ r 24’r ^ ’ r i5’ r 25’ r *5’7,45 lr ’ 0  (3 sen#sen</>senx cos x 
0 0 0
+2 cos # cos2 x —cos #sen2x)sen#d#d0sena/cL;senxdx r%dr^ r 24d ri4 r 23dri3 r\2dr 12 
A AC2( r , t )  8 n _ £ _ kT j u ' ( r 12) J  U'(r13) J  A ^ l r . í )  ^ '( r « )
fc 9 0
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7T OO 2 n  7T 2 tT 7T
x / / / / / / s ”(rl2' rl3’ ^23> r i 4 ,  ^24> r 34> r i5> r 25> r 35i r 45 | r ,  <) sen0sen</>senx COS X  
o o o o o o
+2 cos 0 cos2 x —cos Bsen2x^seu9d9d(j)semijdujsenxdx r^ d r^  r 24d r14 r 23d ri3 r 22dri2,
(A3.19p)
sendo r£3, r£4, r£4, r*5, r£s e r | 5 as funções
rl3 =  r i2 -  2r i2r i3 cos 0 +  r?3, (A3.21a)
r 24 — \Jrtt ~  2ri2r i4cosw +  rf4, (A3.216)
=  [V23 — 2r i3r i4sen0 cos <j> senw cos ijj — 2r i3r i4sen0sen^>senu;sen^
2 -|l/2—2rj3rj4 cos0 cosw +  r 14 , (A3.21c)
11 /2
rjg =  [V24 +  2r14r 45sena; cos^/senx +  2rJ4r 45 coso; cos X +  r45 > (A3.21d)
r i2 — 2r i 2»'45 cosx +  r 25 +  2r45r i4sení<; cosi>senxr 25 —
11/2
+ 2(r45 cos x — r i2)ri4cosu/ +  r 24 , (A3.21e)
r35 =  ^  —r!3sen0 cos (j> +  r i4senw cos tI> ) +   ̂—r i3sen0sen0 +  r^senwsen^ ) 
+  ( — r i3 cos 0 +  ru  cos w ) +  2 ( — r ^ s e ^  cos tj> +  r 14seno> cos i? ^r^senx
+ 2  ( - r 13cos0  +  r 14c o s a ; c o s x  +  (A 3 .2 1 /)
A ssim , ob tem os a  som a (A3.17) na  form a:
7 [ 0 ' M , A (n ,|r.* ) J u ' ( r 13)
 ̂ 0 0
7T
x / A r » ,  n 3 , \A"22 -  2r 12r 13 co s0 +  r f 3|r, t) sen0 cos 0 d0 r 23 d r13 d r J2 
o
oo oo
+ 2  J lf '( r12) J  U'(r13) A(y/r\2 -  2 r12r 13cos0  +  rj[3| r , t )  
o o
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-  2rn r13 cos # +  r?3) J i~----- --------------- o 7 T \  +\
 ;  /  ÿ s ( r i2, ru, V rf2 -  2 r12r 13 cos # 4- r f 3|r , í)
-  2r  12r  13 cos # +  r f3 ^
x [ 2 (  r  12 +  r i3 )  cos # -  r i 2r i 3 (  3 +  cos2 0 )  j sen# d0 r 23 d n 3 r\2 dr12
oo oo oo
+ 2  — [u'(r 12) M n s )  [A (ru \r,t)U'(ru ) 




/ / J 94(r i2 ,r i3 ’ r 23’ r i4>r 24. í’34lr )<) (S se n #  c o s4>sen* cos * + 2  co s6» cos2 *  
— cos 0 sen2*  ) sen# d# d<j> sen*  d* r 24 d r  14 r 23 d r 13 r 22 d r 12
O O O O O O ____________________________________________________
+ á í  J U'(rn) j U'̂ ri^  J ^ (> /r W “  2r 12r u  cos *  +  r?4| r , t )
^'(>/r 12 -  2 r12^14 cos *  +  r?4) 7 7 7---- ; /  /  /S 4 (n 2 ,n 3 ,r23,r i4 ,r24,r34|r,i)
y r i2 -  2r 12r 14 cos *  +  r f 4 0
x 2 r22 cos 0 — r i 2r 14 (  3 sen# cos (j) sen*  4- 4  cos # cos *  )
-f-r24 (  3 sen# cos <j> sen* cos *  +  2 cos # cos2 *  — cos # sen2*  )J
n  n  c%
x sen# d# sen* d* d<t> r 14 d r  14 r 13 d r j j  r 12 d r i2
O O O O  OO
+ Q 2J U'(rn) J  U'(r13) J  A (r^ \r ,t)  U'(r45)
7T OO 27T 7T 27T 7T
X
0 "0 0 Õ 0 0
/ / / / / / ^ r i2 , r i3>r M>r i 4>r M>r S4»r i5>r 25»r S5>r 45 |r,t) (3  sen#sen</>sen* cos *
0
+2  cos # cos2 * —cos #sen2* )sen#d#d 0sena>dwsen*d* r ^ d r ^  r 24d r 14 r 23d r 13 r 22d r 121
{ OO OO
8 y ^ W ^ r w l r . t )  f u \ r l3)
0 0
A g (r ,t )  8tt2 p3





J 03( r i2, r13, yjr\2 -  2r12ri3 cos 0 +  r%3|r, í) sen# cos 0 d# r\3 dr13 r\2 drn
oo oo
+2 J u \r12) J  U'(r13) A(y/r\2 -  2r i 2r i3cos# 4- r?3|r, í)
U’{yJrl2 - 2 r l2rncos6 + r\3) } / - -----  — —
 ; /  Í?3(r i2, H 3, V r i2 -  2r i 2r i3 cos 0 + r f3|r, t)
yjr\2 -  2r i2r i3 cos 9 4- rf3 {
x [ 2 ( 7*12 +  r i3 ) cos 0 “  r i2’*i3 (  3 +  cos2 9 ) j sen# dO r\z dr13 r\2 dr12
OO OO OO
+2 £- J u '(r12) J u '( r 13) j A ( r u \r,t) U \ru )
o o o  
J J J 9l(ri2,ri3,r23,r14,r24,r34\r,t) (äsen#  cos<?!>sen* cos *+ 2  cos# cos2*
— cos 0 sen2* ) sen# dO d(j> sen* d* rj4 dru  r 23 dr13 r\2 dri2
oo oo OO ___________________




X t f '( ) /r ?2 -  2 r12̂ 14 cos * 4- r?4) 7 /  7 0/ * * ^ ;  • /  /  / 0 4 ( n 2 , r i 3 , r 23, r 14, r 24, r 34|r , i )
y M 2  -  2ri2r 14 cos * +  rf4 '  '  £
x 2r22 cos 0 — M2M4 ( 3 sen# cos </> sen* 4- 4 cos 0 cos * ^
+ r 24 ( 3 sen# cos <f> sen* cos * 4- 2 cos 0 cos2 * — cos 0 sen2* ) j
x sen# dB sen* d* d(f) r 24 d r]4 r 23 dr13 r \ 2 dr i2
OO OO OO




7T OO 27T 7T 27T 7T
X
D 0 0 0 0 0
Z Z
I I I I I / ö^ r i2 ,r i3 ,r23’ri4 ’r 24>r 34>r i5>r 25ir 35.r 45|r,i) (3 sen#sen(/>sen* cos *
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+2 cos 0 cos2 x —cos 6sen2x^sen0d0dcl)semjdujsenxdx r 45^45 r udr u  r 13^13 r^dr^
(AZ.22)
em que r ^ ,  r£4 e r*3i são as funções (A3.20) e r | 3, r | 4, r£4, r j5, r£5 e r | 5 são 
as funções (A3.21).
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